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Résumé
Les algèbres d'endomorphismes peuvent remplaer la notion de bré prinipal. Dans e
adre algébrique, les théories de jauge sont reformulées et généralisées, uniant ainsi on-
nexions ordinaires et hamps de Higgs. Un modèle de Maxwell non ommutatif est
onstruit pour des brés non triviaux néessitant le développement de la notion de stru-
ture Riemannienne. Les tehniques de la géométrie non ommutative utiles à l'étude des
algèbres assoiatives sont présentées et une nouvelle méthode permettant d'obtenir le
morphisme de Chern-Weil usuel est développée. Ensuite, les résultats d'une étude sur les
onnexions non ommutatives généralisent eux onnus sur les brés symétriques ; une
extension de l'ansatz de Witten est énonée. Enn, une ation est proposée pour géné-
raliser le modèle de Born-Infeld à des onnexions non ommutatives. Les Lagrangiens
obtenus sont non polynomiaux et on étudie l'existene de solutions de type solitonique
sur quelques exemples expliites.
Abstrat
Endomorphisms algebras an replae the onept of prinipal ber bundle. Gauge theories
are reformulated within this algebrai framework and further generalized to unify ordinary
onnetions and Higgs elds. A nonommutative Maxwell model is built starting from
non trivial ber bundles thus requiring the development of the notion of Riemannian
struture. The tools involved in the study of assoiative algebras are presented and
an algebrai method to haraterize the usual Chern-Weil morphism is proposed. Then,
urrent results on symmetri ber bundles are generalized to nonommutative onnetions
and an extension of the Witten ansatz is given. Finally, a generalization of the Born-Infeld
ation for nonommutative onnetions is proposed. The orresponding Lagrangians are
non-polynomial and the existene of solitoni solutions is shown on several examples.

5Remeriements
Ma thèse s'est déroulée au Laboratoire de Physique Théorique des Liquides de l'Uni-
versité Paris VI et au Laboratoire de Physique Théorique de l'Université Paris XI à Orsay.
Je remerie don Bertrand Guillot, Dominique Shi et Henk Hilhorst de m'avoir aueilli
dans leur laboratoire qu'ils dirigent ou ont dirigé an que je puisse y eetuer mon travail
de thèse. Mon séjour y a été des plus agréables et j'ai pu y bénéier d'une ambiane
stimulante.
Ce double statut est la résultante du fait que Rihard Kerner et Thierry Masson ont
tous deux aepté de diriger mes travaux de reherhe durant es trois années. Je dois dire
que ette situation tout à fait exeptionnelle m'a permis de bénéier d'un enadrement de
très grande qualité et je tiens à leur exprimer ma plus sinère reonnaissane et toute ma
sympathie. J'ai beauoup appréié Rihard pour son enthousiasme sientique et Thierry
pour son attention et son soui de rigueur permanent. Je les remerie pour l'expériene et
les savoirs qu'ils ont su partager ave moi et pour m'avoir initié au vaste domaine qu'est
la physique mathématique.
Je tiens à remerier Robert Coquereaux et Mihel Raush de Traubenberg pour avoir
aepté de juger ette thèse, pour m'avoir aordé leur temps et leur attention, ainsi que
pour les remarques qu'ils ont pu me faire et qui m'ont permis de larier ertains points
de e manusrit. Je tiens également à remerier Alain Comtet, Mihel Dubois-Violette et
Jean Iliopoulos pour avoir aepté d'être membres du jury et d'avoir porté une attention
partiulière à mon travail.
Je tiens à remerier toutes les personnes que j'ai renontrées et qui m'ont permis
durant mon parours d'avaner dans ma pereption de ertains problèmes : Mihel Dubois-
Violette, Yvon Georgelin, John Madore, Vinent Rivasseau, Jean-Christophe Wallet et
bien d'autres enore, enseignants et herheurs, dont la liste serait trop longue à énumérer
ii. Je remerie également Maro Maeda, Todor Popov et Fabien Vignes-Tourneret qui
ont aompagné mon destin de thésard et ave qui des éhanges frutueux ont eu lieu.
Meri également à tous les thésards et postdos que j'ai renontrés au LPT et au LPTL
au ours de es trois années, qui partiipent grandement aux souvenirs que je onserve de
ette période.
Je remerie Philippe Bouaud, Olivier Brand-Foissa, Mihel Quaggeto et Jean-Pierre
Leroy pour leur dévouement et gentillesse fae aux problèmes informatiques que j'ai pu
renontrer. Je remerie également Patriia Flad pour son aide dans mes reherhes biblio-
graphiques ainsi que les serétaires de es laboratoires pour leur gentillesse. Je tiens aussi
à remerier Gérard Hoeurt pour son aide préieuse lors de l'impression de ma thèse.
Je remerie ma ompagne, Aurélie, pour son soutien aetif et moral et pour avoir
relu sans relâhe les prototypes suessifs de mon manusrit. Je remerie également ma
mère, Dominique, d'avoir fait une dernière releture attentive. Si il y a moins de vingt
fautes par page, 'est grâe à elles !
Enn, meri à ma mère et mon père, Philippe, pour m'avoir toujours soutenu dans
e que j'entreprenais, mes soeurs, Jeanne et Léa, mon frère Julien pour avoir rythmé es
années, mes grands-parents Yvonne, Jaqueline et Jean, toute ma famille et elle d'Aurélie.
Bien sûr je n'oublie pas mes amis qui m'ont enouragé et supporté, en partiulier Bertrand,
Christophe, Faustine, Géraldine, Mathieu, Sébastien et Stéphane.
J'adresse un grand meri à tout le monde et à toutes les personnes que j'aurais pu
oublier.
7Table des matières
Remeriements 5
Introdution 9
1 Géométrie non ommutative 19
1.1 Algèbres d'opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
C∗-Algèbres  Algèbres topologiques loalement onvexes
1.2 Caluls diérentiels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Calul diérentiel universel  Calul diérentiel universel ave unité
1.3 Homologies et ohomologies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
Homologie de Hohshild  Cohomologie de Hohshild  Homologie ylique 
Cohomologie ylique
1.4 Calul diérentiel basé sur les dérivations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
Dérivations  Calul diérentiel basé sur les dérivations  Opérations de Cartan
1.5 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2 Théories de jauge et géométrie non ommutative 45
2.1 Connexions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
Connexions sur un bimodule  Connexions basées sur les dérivations
2.2 L'algèbre des endomorphismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
Motivations  L'algèbre des endomorphismes d'un bré vetoriel 
Relations entre Ω
Der
(A) et les formes sur un bré prinipal  Point de vue loal 
Morphisme de Chern-Weil
2.3 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3 Symétries 65
3.1 Connexions invariantes sur un bré prinipal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
Rédution de brés prinipaux  Connexions invariantes 
Relation ave l'approhe de Wang
3.2 Connexions non ommutatives invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Approhe globale  Approhe loale
3.3 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
Symétrie sphérique  Un exemple purement non ommutatif
8 Table des matières
4 Modèles physiques 85
4.1 Modèles de Yang-Mills-Higgs et géométrie non ommutative . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.2 Théories de jauge pour les algèbres d'endomorphismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
Déomposition des degrés de liberté 
Struture Riemannienne et opérateur de Hodge  Connexion linéaire sans torsion 
Ation de Yang-Mills-Higgs sur un bré non trivial
5 Théorie de Born-Infeld et généralisations 107
5.1 Modèle de Born et Infeld . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
Propriétés de l'ation de Born-Infeld  Redéouvertes de la théorie de Born-Infeld
5.2 Généralisation non abélienne du modèle de Born-Infeld. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
Rappels sur les théories de jauge et notations 
Motivations pour une théorie de Born-Infeld non abélienne 
Généralisation la plus simple en dimension 4  Critères de généralisation 
Presription de la trae symétrisée  Presription de Park (as eulidien) 
Une version Minkowskienne  Comparaison ave la trae symétrisée 
Calul expliite pour G=SU(2)
5.3 Théorie de Born-Infeld non ommutative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
Rappels sur les hamps de jauge en géométrie non ommutative et notations 
Ation de Born-Infeld
5.4 Étude numérique de solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
Solutions statiques à symétrie sphérique  Solutions pour le seteur salaire 
Vers une appliation en osmologie
Conlusion et perspetives 139
A Quelques Lagrangiens pour hamps salaires 143
A.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
A.2 Calul du Lagrangien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
B Algèbre Homologique 149
B.1 Modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
Bibliographie 151
9Introdution
Je me suis intéressé dans ette thèse à la formulation des théories de jauge dans le
adre de la géométrie non ommutative et à la généralisation du modèle de Born Infeld
pour des hamps de jauge non abéliens. Les théories de jauge onstituent un langage
mathématique dans lequel sont formulées les interations fondamentales en physique.
Je me propose de faire un rappel, dans ette introdution, sur la manière dont les
théories de jauge ont été introduites en physique, e qui mettra en évidene leurs prin-
ipales aratéristiques. Cela permettra également au leteur de ette thèse de mieux en
omprendre les motivations. J'expliquerai ensuite en quoi la géométrie non ommutative
semble être un outil approprié pour formuler les théories de jauge et je ferai également
un bref rappel historique sur son apparition en mathématiques et en physique. Enn,
j'expliquerai mon intérêt pour la théorie de Born-Infeld et ses généralisations et donnerai
un plan détaillé de ette thèse.
Pourquoi les théories de jauge ?
Le terme jauge fut introduit pour la première fois par Hermann Weyl en 1919 dans
une tentative d'unier l'életromagnétisme et la gravitation. Cette terminologie fut em-
pruntée à elle des tablettes de jauge utilisées omme étalons de longueur dans les ateliers
d'usinage. Ainsi, dans la théorie de Weyl, la jauge est une référene de mesure permettant
d'étalonner l'éhelle qui va servir à mesurer une quantité physique. Les quantités phy-
siques, ou observables, sont supposées être invariantes sous des transformations loales
d'éhelle (ou de jauge). L'invariane de jauge, telle qu'elle fut introduite par Weyl, était
diretement inspirée
1
de la théorie des onnexions linéaires utilisée par Albert Einstein
dans sa théorie de la relativité générale et avait don, dès sa première formulation, un
statut géométrique.
Malheureusement, pour diverses raisons, ette tentative d'uniation éhoua. Mais
par la suite, lors de l'apparition de la méanique quantique ondulatoire développée par
Shrödinger en 1926, Weyl, ave Vladimir Fok et Fritz London, travailla à l'élaboration
d'un nouveau type de jauge en passant d'une jauge de type fateur d'éhelle à une jauge
omplexe de type hangement de phase.
Rétrospetivement, on pourrait onsidérer que 'est en fait James Clerk Maxwell qui
introduisit la première théorie de jauge en formulant les lois de l'életromagnétisme telles
1
Il se questionna en 1919 suite au suès remporté par la théorie d'Einstein : Si les eets d'un hamp
gravitationnel peuvent être dérits par une onnexion exprimant l'orientation relative entre des référentiels
loaux de l'espae-temps, d'autres fores de la nature telles que l'életromagnétisme peuvent-elles être
assoiées aussi à des onnexions similaires ?
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que nous les onnaissons aujourd'hui. Dans la théorie de Maxwell, la symétrie de jauge,
assoiée à un groupe de struture U(1), fut pendant longtemps onsidérée omme une
simple liberté intervenant dans le hoix des outils mathématiques pour dérire une même
réalité physique. L'invariane loale des équations de Maxwell ne fut don réellement ex-
ploitée qu'à partir des travaux de Weyl
2
. Dans sa deuxième proposition, il identia e
groupe U(1) à l'invariane sous transformations de phase de la fontion d'onde d'une par-
tiule hargée en méanique quantique. Le simple fait de demander que les équations du
mouvement soient invariantes sous transformations de jauge permit alors de omprendre
l'origine du ouplage entre le hamp életromagnétique et la fontion d'onde d'une parti-
ule hargée. Cette symétrie U(1) prit alors un statut fondamental en devenant assoiée
à la onservation loale de la harge életrique.
Ce modèle a ensuite mené à elui de l'életrodynamique quantique développé par Feyn-
man, Shwinger et Tomonaga, dérivant l'interation entre photons et partiules hargées.
Ce modèle est exprimé au sein d'un formalisme visant à rendre ompatible la méanique
quantique et la relativité restreinte, appelée théorie quantique des hamps (TQC). Dans
ette théorie, les partiules élémentaires sont assoiées à des représentations irrédutibles
du groupe de Poinaré dont les représentations sont indexées par deux nombres quan-
tiques qui sont la masse et le spin (ou héliité dans le as des états de masse nulle) et la
dynamique de es états est gouvernée par e qu'on appelle un hamp quantique
3
.
Dans la théorie de l'életrodynamique quantique, qui fut le premier modèle de théorie
quantique des hamps, les photons sont des représentations d'héliité 1 et de masse nulle
du groupe de Poinaré et sont dérits par le hamp quantique de Maxwell ; les partiules
hargées orrespondent à des représentations de spin 1/2 et de masse positive ou nulle et
sont dérites par le hamp quantique de Dira. Le ouplage de es deux hamps est obtenu
en demandant que le hamp de Dira soit également dans une représentation du groupe
U(1) assoié à l'invariane de jauge des équations de Maxwell. Cette demande impose
alors d'introduire un ouplage minimal entre le hamp de Dira et le hamp de Maxwell.
De même nous avons appris, du élèbre (seond) théorème d'Emmy Noether, que l'on
pouvait assoier à l'invariane sous des transformations loales de symétrie des quantités
onservées appelées ourants de Noether (resp. identités de Noether) auxquels orrespond
l'algèbre des ourants (resp. identités de Ward) en TQC. Appliquées à la symétrie U(1),
les identités de Noether expriment la loi de onservation loale de la harge. Ainsi, dans e
modèle, le groupe de struture U(1) apparaît omme étant un groupe de symétrie interne.
Par la suite, on put mettre en évidene d'autres types d'interations en observant la
onservation de ertains nombres quantiques dans les réations nuléaires. Ainsi, en 1954,
C.N. Yang et R. Mills introduisirent une jauge non abélienne généralisant de manière
direte la théorie de Maxwell. Il remplaèrent le groupe U(1) par un groupe non abélien
SU(2) et la onnexion de Maxwell, presrivant aux phases de la fontion d'onde la relation
2
En faisant enore une fois un parallèle ave la théorie de la relativité, on peut remarquer que les
transformations de Lorentz, laissant également les équations de Maxwell invariantes, étaient aussi onsi-
dérées par Poinaré et Lorentz, au début du 20ème sièle, omme une simple ommodité mathématique
permettant de dérire une réalité physique plus ompliquée. C'est Einstein qui, le premier, proposa de
donner au groupe des transformations de Lorentz un statut fondamental. C'est, ensuite, en voulant rendre
es transformations loales qu'il fut amené à onsidérer la notion de onnexion linéaire reliant diérents
repères. Il utilisa pour ela la notion de onnexion de Levi-Cività qu'il interpréta omme dérivant les
eets du hamp gravitationnel.
3
Un hamp quantique est une distribution à valeurs dans les opérateurs sur un espae de Hilbert.
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qui existe entre elles en haque point par une onnexion à valeurs dans une algèbre non
abélienne. Bien que la notion de onnexion fut présente dès l'introdution des théories de
jauge par Hermann Weyl, e modèle permit de mettre en évidene une généralisation de
la théorie des onnexions, utilisée en relativité générale pour les repères linéaires, à une
théorie des onnexions pour un groupe de Lie ompat arbitraire assimilé en physique à un
groupe de symétries internes. Il fut reonnu par la suite que ette théorie des onnexions
orrespond en fait à la théorie des onnexions sur les brés prinipaux développée quelques
années auparavant par les mathématiiens Elie Cartan et Charles Ehresmann.
Bien que le modèle de Yang et Mills ne put être retenu pour dérire les interations
entre nuléons étant donné son inapaité à reproduire des interations nuléaires de
ourte portée (reonnues par Yukawa en 1935 omme se traduisant par l'éhange de par-
tiules massives), l'idée de pouvoir dérire les interations fondamentales à l'aide d'un
prinipe d'invariane de jauge séduisit fortement les physiiens et est devenue par la suite
un véritable guide pour établir de nouvelles théories. En eet, 'est dans la théorie des
interations faibles que resurgit le modèle de Yang et Mills du fait des diultés renon-
trées dans la théorie de Fermi et la théorie V-A. L'idée fut donnée par S.L. Glashow et
J. Shwinger qui onstatèrent l'analogie possible entre la symétrie d'isospin onstituant la
base de la théorie de Yang-Mills et la symétrie observée entre leptons. Cependant, le prin-
ipal obstale à la formulation d'une théorie de jauge des interations faibles fut enore
une fois l'obligation d'avoir des interations de ourte portée.
C'est nalement le méanisme de brisure spontanée de symétrie proposé par Peter
Higgs en 1964 qui débloqua la situation et permit à Steven Weinberg (1967) et Abdus
Salam (1968) de développer (de manière indépendante) une théorie uniée des interations
életromagnétiques et faibles, dont Gerard 't Hooft et Martinus Veltman prouvèrent en
1971 qu'elle était renormalisable. Ce modèle a été onstruit ave le groupe de struture
SU(2)×U(1) et a prédit l'existene des bosons intermédiairesW± et Z0. Le fait de devoir
dérire en même temps l'interation faible et les interations életromagnétiques était, lui,
motivé par la néessité de rendre ompte, dans un adre ohérent, de la violation de la
parité dans laquelle sont impliquées des partiules hargées telles que l'életron. Dans e
modèle, l'életron est partenaire du neutrino et ils doivent tous deux être de masse nulle
dans une formulation invariante de jauge. La présene d'un angle de mélange, appelé angle
de Weinberg, permet alors que le méanisme de Higgs n'attribue une masse qu'à l'életron
et aux bosons intermédiaires. Cet angle de mélange permet également de aratériser le
sous groupe U(1) orrespondant à l'életromagnétisme, partie de la symétrie de jauge
n'étant pas brisée.
Parallèlement, dans les années 1960-70, fut élaborée la théorie de la Chromodynamique
Quantique. C'est une théorie de jauge onstruite sur le modèle de Yang et Mills ave
un groupe de symétrie interne SU(3) qui dérit les interations fortes entre quarks et
gluons. Cette théorie est dotée de deux propriétés physiques essentielles qui sont la liberté
asymptotique et le onnement des quarks dans les hadrons. Cette dernière propriété est
à l'heure atuelle toujours non démontrée analytiquement mais elle semble être vériée
par les expérienes et lors de simulations numériques.
Par la suite, le modèle des interations életro-faible et le modèle de la Chromodyna-
mique Quantique furent anés. Jusqu'à la n du XXème sièle, une suession de pré-
ditions et déouvertes de nouvelles partiules mena à l'élaboration du modèle standard
dérivant l'ensemble des partiules élémentaires onnues à e jour et les trois interations
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fondamentales (interation életro-faible et forte). Ce modèle est une théorie de jauge ave
groupe de struture SU(2) × U(1) × SU(3). Toutes les partiules de e modèle ont été
observées ou mises en évidene à l'exeption du boson de Higgs qui reste la pièe man-
quante. Le méanisme de brisure de symétrie de Higgs y apparaît omme fondamental et
est rendu responsable de la masse de toutes les partiules élémentaires.
Ce que nous pouvons onlure de ette analyse des théories de jauge est que les lois
dynamiques de la nature semblent indépendantes de la jauge hoisie, même si elle-i est
loale. Le mot jauge faisant référene à un type de mesures physiques donné.
Pourquoi la géométrie non ommutative ?
D'une ertaine manière, on peut onsidérer que la géométrie non ommutative est
née ave la méanique quantique. En eet, dans sa première formulation, qui fut elle
de Heisenberg, la méanique quantique apparaît sous une forme omparable à la méa-
nique Hamiltonienne où les oordonnées de l'espae des phases sont remplaées par des
opérateurs qui ne ommutent pas entre eux. Dira lui-même sembla être fasiné par ette
idée et suggéra la possibilité d'interpréter la méanique quantique dans un formalisme
géométrique non ommutatif. Enn, les travaux de von Neumann sur la méanique quan-
tique furent à l'origine du domaine des mathématiques que nous appelons aujourd'hui
les algèbres d'opérateurs. La théorie des algèbres de von Neumann (terme introduit par
Dixmier plus tard) peut d'un ertain point de vue être onsidérée omme une théorie de
la mesure non ommutative.
L'idée de remplaer un espae géométrique par une algèbre fut onrétisée assez tt
en mathématiques par la géométrie algébrique où les points orrespondent aux idéaux
maximaux d'algèbres de polynmes. Les travaux de Gelfand et Naimark dans les années
1940 rent un pas de plus en établissant un pont entre la topologie et les algèbres :
ils montrèrent que les C∗-algèbres fournissent une théorie des espaes topologiques non
ommutatifs dans le sens où la atégorie des C∗-algèbres ommutatives est équivalente à
la atégorie des espaes topologiques. Ce lien permit alors de développer des tehniques
analogues en topologie et en algèbre d'opérateurs et un ertain nombre de notions géo-
métriques trouvèrent leurs équivalents algébriques. Par exemple, les brés vetoriels de
rang ni au dessus d'un espae topologique orrespondent aux modules projetifs de type
ni sur les C∗-algèbres. Cette identiation permet alors de formuler la K-théorie sur les
espaes topologiques (groupe de Grothendiek formé à partir d'une ertaine lasse d'équi-
valene sur les brés vetoriels) en des termes algébriques et permet ainsi de formuler une
K-théorie topologique pour les C∗-algèbres. En physique, l'idée que les oordonnées de
l'espae temps puissent ne pas ommuter fut émise par Heisenberg en 1930 dans l'idée
que ela puisse résoudre le problème des divergenes ultraviolettes en théorie quantique
des hamps. Cette idée fut ensuite reprise et onrétisée dans un artile de Snyder en
1947. Enn, le terme de géométrie non ommutative (GNC) fut introduit par Alain
Connes dans les années 1980 omme étant un programme visant à généraliser diérents
onepts empruntés à la géométrie ordinaire en des onepts équivalents pour des algèbres
non ommutatives et en partiulier les onepts venant de la géométrie diérentielle. Il
montra qu'il est possible de généraliser un ertain nombre de notions. Ainsi, l'homologie
de de Rham peut être remplaée par la ohomologie ylique ; le aratère de Chern vu
omme un morphisme entre la K-théorie et la ohomologie de de Rham se généralise en
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un morphisme entre la K-théorie des C∗-algèbres et l'homologie ylique ; les théorèmes
d'indie ont également leurs équivalents . . . La géométrie non ommutative représente au-
jourd'hui un ensemble de tehniques sur les algèbres d'opérateurs permettant de traiter des
problèmes mathématiques très variés tels les représentations de groupes ou enore l'étude
d'espae, onsidérés omme pathologiques en géométrie ordinaire (feuilletage, fratales,
et. . .).
Du point de vue de la physique, la géométrie non ommutative onstitue un adre ma-
thématique dans lequel un ertain nombre de onepts physiques peuvent être exprimés et
parfois uniés. La remarque eetuée par Dira sur l'analogie entre ommutateur en mé-
anique quantique et rohet de Poisson en méanique Hamiltonienne peut par exemple
être onrétisée par l'introdution d'une struture sympletique non ommutative. Ainsi,
il fut montré par Mihel Dubois-Violette [DV90℄ que le ommutateur en méanique quan-
tique peut se omprendre dans e adre omme un rohet de Poisson. En 1985, M.
Dubois-Violette, Rihard Kerner et John Madore montrèrent [DVMK89a, DVMK89b,
DVKM90b, DVKM90a, DVMK91℄ que les théories de jauge formulées sur l'algèbre des
fontions à valeurs matriielles possèdent de manière naturelle un méanisme de brisure
de symétrie de jauge analogue à elui proposé par Higgs. Ils utilisèrent pour ela le alul
diérentiel basé sur les dérivations [DV88℄. Ce modèle fut ensuite généralisé par Robert
Coquereaux [Coq90, CHS95℄ et A. Connes et J. Lott [CL91℄ à d'autres types de aluls
diérentiels. En partiuliers, il fut montré [CC97, Con96℄ qu'il est possible d'exprimer
le Lagrangien du modèle standard dans un adre totalement algébrique en utilisant un
alul diérentiel onstruit à partir d'un triplet spetral omposé d'un opérateur de Dira,
d'un espae de Hilbert et d'une algèbre. Cette approhe permet également d'inorporer les
spineurs et la notion de métrique de manière naturelle [Con94℄ et de formuler un prinipe
de moindre ation [CC97℄. Il a également été fait usage des tehniques de la géométrie non
ommutative par Jean Bellissard an de dérire ertains systèmes de physique statistique
tels que les quasi-ristaux ou enore l'eet Hall quantique. Enn, il fut mis en évidene par
Dirk Kreimer et Alain Connes que la struture du groupe de renormalisation perturbatif
peut se omprendre en termes d'algèbres de Hopf (généralisation de la notion de groupe
en géométrie non ommutative).
Je voudrais maintenant donner quelques motivations supplémentaires pour l'utilisation
de la géométrie non ommutative en physique. Il est bien onnu qu'il est diile de passer
de la méanique quantique à la méanique lassique. Réiproquement, il ne semble pas
exister de tehnique pour passer de manière rigoureuse et anonique d'une théorie lassique
à une théorie quantique ; l'exemple en est la théorie de la relativité générale ou bien même
la méanique analytique. La géométrie non ommutative fournit un langage dans lequel
es deux types de théories peuvent être formulées. En eet, la géométrie non ommutative
nous apprend que les points de la méanique lassique ou de la géométrie ordinaire peuvent
être onsidérés omme des idéaux d'algèbres ommutatives. D'autre part, aussi bien pour
la méanique quantique d'Heisenberg que pour la théorie quantique des hamps, la notion
d'algèbre d'opérateurs est essentielle omme ela fut mis en évidene par von Neumann.
Nous pourrions qualier le passage de la méanique lassique à la méanique quantique
(1ère quantiation) ou le passage de la théorie lassique des hamps à la théorie quantique
des hamps (2ème quantiation) de transferts de niveau de réalité. En eet, dans le
premier passage, les objets fondamentaux que sont les points sont remplaés par des
fontions exprimant des relations entre points. De même, les relations entre fontions
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peuvent être dérites à l'aide d'opérateurs omme eux introduits dans la méanique
matriielle d'Heisenberg ou enore eux de la théorie quantique des hamps. Ce type de
passage onsiste don à onsidérer les relations entre objets en tant qu'objets d'un type
nouveau et orrespond à e que nous pourrions appeler un transfert de niveau de réalité ou
de niveau de relations. Le fait remarquable est que les diérentes strutures intervenant
aussi bien dans les théories lassiques que dans les théories quantiques semblent pouvoir
s'interpréter de manière naturelle dans un langage ommun qu'est elui de la géométrie
non ommutative et nous pouvons espérer que le fait d'avoir un adre ommun pour
dérire es objets puisse permettre un jour de mieux omprendre les liens qui peuvent
exister entre eux.
Je me suis intéressé dans ette thèse à la formulation des théories de jauge en tant
que théories lassiques des hamps dans un langage algébrique. Ainsi, nous verrons que
les brés prinipaux, habituellement utilisés pour dérire les théories de Yang-Mills,
peuvent être remplaés par des algèbres d'endomorphismes. Ce type d'algèbres géné-
ralise de manière direte les algèbres de fontions à valeurs matriielles introduites par
Dubois-Violette, Kerner et Madore. De manière générale, une algèbre d'endomorphismes
sera onsidérée omme étant l'algèbre des setions du bré des endomorphismes assoié
à un bré vetoriel. L'étude de es algèbres s'avère être intéressante du point de vue de
la géométrie non ommutative dans le sens où un ertain nombre de notions utilisées en
géométrie diérentielle dans le adre des brés prinipaux peuvent être traduites dans
un langage algébrique. Du point de vue de la physique, le groupe de jauge
4
semble jouer
un rle plus fondamental que le groupe de struture
5
du fait que 'est son ation qui
génère les ouplages minimaux entre hamps de jauge et hamps de matière. Ainsi, l'in-
variane d'une théorie vis à vis du groupe de jauge peut être assoiée au aratère loal
des interations et est reliée à des lois de onservation loales. Le groupe de jauge in-
tervient également de manière essentielle en théorie quantique des hamps (algèbres de
ourants, symétrie B.R.S.T., et . . .). Ainsi, nous pouvons onsidérer e groupe omme
étant le vrai groupe de symétrie. Je voudrais montrer que de e point de vue, il semble
plus naturel d'utiliser des algèbres d'endomorphismes pour modéliser les théories de jauge
plutt que des brés prinipaux. An d'illustrer e propos, nous pouvons faire une brève
desription de quelques notions pouvant être introduites dans es deux adres :
 Un bré prinipal est généralement onstruit à partir d'un groupe de struture G.
Le groupe de jauge apparaît alors omme le groupe des automorphismes vertiaux
de e bré. L'algèbre de Lie du groupe de jauge orrespond aux hamps de veteurs
vertiaux. Grâe aux onnexions sur e bré, on peut alors onstruire un morphisme
qui assoie à tout polynme invariant sur g, l'algèbre de Lie de G, une lasse ara-
téristique qui est un élément de la ohomologie de de Rham de la variété de base.
Ce morphisme est appelé le morphisme de Chern-Weil.
 Pour une algèbre d'endomorphismes A, le groupe de jauge orrespond au groupe
des automorphismes intérieurs de l'algèbre et est don dérit diretement par les
éléments de l'algèbre. L'algèbre de Lie du groupe de jauge orrespond aux dériva-
tions intérieures de l'algèbre A. Le morphisme de Chern-Weil peut se onstruire
diretement en onsidérant les éléments invariants d'un ertain module sur l'algèbre
4
groupe des transformations loales de symétrie.
5
groupe des transformations rigides de symétrie que nous avons appelé groupe de symétrie interne
jusqu'à présent. C'est en général un groupe de Lie ompat de dimension nie.
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de Lie des dérivations de A.
On voit ainsi que l'algèbre des endomorphismes donne une desription plus direte des
objets qui nous intéressent en physique. Un des buts de ette thèse est de montrer om-
ment peut s'eetuer e hangement de point de vue entre brés prinipaux et algèbres
d'endomorphismes.
On verra également que le fait de formuler les théories de jauge dans le adre des
algèbres d'endomorphismes permet de onsidérer des généralisations des théories de jauge
usuelles et d'explorer de nouveaux méanismes de brisure de symétrie.
Pourquoi la théorie de Born-Infeld ?
Dans la dernière partie de ette thèse, je dérirai ertaines théories des hamps non
linéaires généralisant la théorie de Born-Infeld à des hamps de jauge non abéliens possé-
dant ou ne possédant pas de méanisme de brisure de symétrie.
Ces généralisations sont prinipalement motivées par les théories de ordes. Cette
théorie est une théorie onforme bidimensionnelle dont les hamps sont les oordonnées
de plongement de la feuille d'univers (bidimensionnelle) d'objets étendus appelés ordes.
Le groupe de Poinaré devient alors le groupe de symétrie interne des oordonnées de
plongement. L'invariane de jauge, 'est à dire l'invariane sous diéomorphismes de es
oordonnées, est retrouvée au niveau des théories eetives de ordes. Cei rend alors
possible de dérire d'une ertaine façon la gravitation dans un formalisme quantique o-
hérent. Les symétries de jauge, telles que nous les avons dérites auparavant, semblent
émerger d'une toute autre manière. En eet, ette théorie possède des solutions de type
solitons assoiées aux modes de masse nulle de la théorie. Ces solutions peuvent être dé-
rites par des objets étendus, appelés D-branes, orrespondant à des onditions au bord
de type Dirihlet imposées aux ordes. Les hamps de jauge, tels que nous les onnais-
sons, apparaissent alors omme dérivant les utuations quantiques de es solutions. Ils
peuvent être reliés par T -dualité aux oordonnées transverses de es D-branes. Sous er-
taines approximations, la dynamique de es objets peut être dérite par un élément de
volume généralisé orrespondant à l'ation de Born-Infeld introduite dans les années 1920
pour l'életromagnétisme ouplé à la gravitation
6
. Ces solutions possèdent des propriétés
partiulières (solutions BPS super-symétriques, et) et il est ainsi possible de onsidérer
des ongurations où N D-branes se superposent. La dynamique de es ongurations est
alors dérite par des hamps de jauge non abéliens assoiés au groupe de struture U(N),
le fateur N orrespondant aux fateurs de Chan-Paton assoiés à haque extrémité des
ordes. Une des questions ouvertes en théorie des ordes est de savoir quel type d'ation
eetive pour es hamps de jauge non abéliens vient remplaer l'ation de Born-Infeld.
Il est proposé dans ette thèse ertaines généralisations de l'ation de Born-Infeld pour
des hamps de jauge non abéliens onsidérés omme dérivant une onnexion non om-
mutative sur un module libre de rang 1. Une telle généralisation semble naturelle dans le
adre de la géométrie non ommutative des fontions à valeurs matriielle dans laquelle
l'ation de Maxwell non ommutative pour une onnexion non ommutative partiulière
orrespond à l'ation de Yang-Mills.
Il est intéressant de noter qu'un ertain type de géométrie non ommutative émerge
6
Un rappel sur l'histoire de la théorie de Born-Infeld sera fait dans le hapitre 5.
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de manière naturelle en théorie des ordes. Cette non ommutativité se manifeste par la
présene d'un hamp de fond qui est une 2-forme, souvent notée B, et vient s'ajouter à
la métrique dans l'ation de Born-Infeld. La orrespondane déouverte par Seiberg et
Witten [SW99℄ établit que la dynamique des D-branes dans un tel hamp de fond peut
être dérite à l'aide d'une théorie des hamps non ommutative de type Moyal, où la
2-forme B exprime la non ommutativité des oordonnées d'une D-brane.
Il n'est pas dans le but de ette thèse d'étudier e type de géométrie non ommutative,
mais l'on peut ependant noter que les tehniques développées pour les algèbres d'endo-
morphismes pourraient être utiles dans le ontexte de la théorie des ordes. En eet, il fut
reonnut [MM97, Wit98, BM00℄ que la harge d'une D-brane, assoiée à la 2-forme B,
orrespond à un ertain élément de K-théorie twistée. Cet invariant orrespond en fait
à une lasse de Dixmier-Douady qui est une lasse de ohomologie de de Rham de degré
3 (onstruite ii à partir de la 2-forme B) et qui fut introduite par Dixmier et Douady
en 1963 [DD63℄ an de lassier les hamps ontinus de C∗-algèbres. Ce type d'algèbres
généralisent dans ertaines situations les algèbres d'endomorphismes qui seront étudiées
dans ette thèse.
Plan de la thèse et desription des hapitres
Dans la première partie de ette thèse, je fais la desription de ertaines méthodes
générales de la géométrie non ommutative. J'ai rédigé e hapitre dans l'idée de faire
un exposé pédagogique sur des tehniques de base que sont l'homologie de Hohshild et
l'homologie ylique. J'ai également voulu faire une synthèse des diérents points de vue
adoptés dans la littérature sur la notion de alul diérentiel universel. Enn, je présente
le alul diérentiel basé sur les dérivations qui nous sera utile pour la formulation des
théories de jauge en géométrie non ommutative.
Dans la deuxième partie, je montre omment le onept de onnexion utilisé en géomé-
trie ordinaire peut être généralisé à des strutures non ommutatives. Je fais également une
présentation des algèbres d'endomorphismes introduites dans [DVM98℄ et tente d'élairir
leurs liens ave les brés prinipaux. Cet exposé reète une partie de mes travaux eetués
dans [MS04℄. A la n de e hapitre, je présente un travail enore non publié, suseptible
de développements ultérieurs, sur la manière de onstruire le morphisme de Chern-Weil à
partir d'une algèbre d'endomorphismes. Cette onstrution repose sur l'adaptation d'une
méthode développée par Leomte [Le85℄ dans le adre des algèbres de Lie. Cette onstru-
tion permet de jeter un nouveau regard sur les lasses aratéristiques.
La partie 3 orrespond aux travaux que j'ai eetués dans [MS04℄ et traite des ré-
dutions de brés prinipaux et d'algèbres d'endomorphismes. Il est fait une synthèse des
diérents travaux onnus traitant de rédutions sur les brés prinipaux et de la araté-
risation des onnexions ordinaires invariantes. Il est ensuite montré omment es résultats
peuvent être généralisés dans le adre des algèbres d'endomorphismes pour aratériser
les onnexions non ommutatives invariantes sous l'ation d'un groupe de Lie ompat.
En partiulier, ela illustrera le fait que des résultats obtenus sur les brés prinipaux
peuvent s'exprimer en terme d'algèbres d'endomorphismes et que l'utilisation d'opéra-
tions algébriques (par exemple la dérivée de Lie par rapport à une dérivation intérieure)
simplie ertaines onsidérations. Il est développé deux exemples, dont un qui permet de
généraliser l'ansatz de Witten utilisé dans les théories de Yang-Mills pour aratériser les
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onnexions SU(2) à symétrie sphérique.
Dans la quatrième partie, je présente des modèles de théories de jauge pouvant être
onstruits dans le adre des algèbres d'endomorphismes. Dans un premier temps, je fais
un rappel sur les modèles onstruits ave des algèbres d'endomorphismes orrespondant à
la situation des brés triviaux. Cela orrespond essentiellement à la desription du modèle
de Dubois-Violette, Kerner, Madore [DVKM90a℄ et ses ranements exposés dans [DV99℄.
Cela nous permettra de mettre en évidene le méanisme de brisure de symétrie présent
dans e type de théories. Dans un seond temps, je présente des travaux originaux non en-
ore publiés. Je montre omment le onept de struture Riemannienne peut être introduit
sur l'algèbre des endomorphismes et j'essaie de larier la dénition donnée dans [Mas99℄.
Cela permet également d'approfondir, dans le as partiulier des algèbres d'endomor-
phismes, la notion de struture Riemannienne introduite dans [DVM96℄. Je fais ensuite
une présentation originale des théories de Kaluza-Klein où il est fait usage de l'algèbre des
endomorphismes plutt que du bré prinipal habituellement utilisé. Enn, je onstruit
l'ation de Maxwell non ommutative généralisant le modèle de Dubois-Violette, Kerner,
Madore pour des algèbres non triviales. Il est montré omment le méanisme de brisure
de symétrie est modié dans e as.
Dans la inquième partie, il est fait une synthèse de travaux originaux publiés [SMK03,
SMK04℄ durant la thèse ainsi qu'un rappel historique sur la théorie de Born-Infeld. Il
est proposé une généralisation de l'ation de Born-Infeld pour des hamps de jauge non
abéliens ainsi qu'une omparaison ave d'autres généralisations possibles. Cette ation
est ensuite étendue aux onnexions non ommutatives introduites dans le hapitre 2.
Enn, il est fait une étude numérique de solutions, tout d'abord dans le as de l'ation de
Born-Infeld pour des hamps de jauge non abéliens ave groupe SU(2), permettant ainsi
d'obtenir des solutions du même type que elles obtenues par Bartnik et MKinnon [BM88℄
en relativité générale (solutions du type sphaleron utilisées pour dérire ertains types de
trous noirs), puis dans le as de onnexions non ommutatives ne omportant qu'une
partie de type hamp salaire. Enn, je présente une étude sur le ouplage d'un hamp
salaire à une métrique de Friedmann-Robertson-Walker en relativité générale.
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Chapitre 1
Géométrie non ommutative
Pour pouvoir formuler les théories de jauge dans un adre algébrique, il est néessaire
de faire quelques rappels sur les prinipaux outils utilisés en géométrie non ommutative.
Ainsi, le but de e hapitre est de larier la notion de alul diérentiel sur une algèbre.
Tout d'abord, diérentes notions de alul diérentiel universel seront données. Nous
montrerons, ensuite, omment es notions interviennent en (o)homologie de Hohshild et
en (o)homologie ylique qui sont des outils essentiels de la géométrie non ommutative.
Enn, nous aborderons le alul diérentiel basé sur les dérivations.
1.1 Algèbres d'opérateurs
Nous allons donner quelques dénitions de base sur les diérents types d'algèbres que
nous utiliserons par la suite et énoner le théorème de Gelfand-Naimark qui fait le pont
entre topologie et algèbre. Ce théorème établit une équivalene entre la atégorie des
espaes topologiques et la atégorie des C∗-algèbres ommutatives. Cette orrespondane
est essentielle pour omprendre omment diérentes notions de géométrie peuvent être
traduites en des notions algébriques équivalentes puis être généralisées à des algèbres non
ommutatives. L'ensemble des méthodes algébriques ainsi obtenues ontribue à former e
qu'on appelle ommunément la géométrie non ommutative.
1.1.1 C∗-Algèbres
Denition 1.1.1. Une C∗-algèbre est une algèbre de Banah involutive A telle que pour
tout a, b ∈ A, on ait :
‖ ab ‖≤‖ a ‖‖ b ‖ (1.1)
‖ a∗a ‖=‖ a ‖2 . (1.2)
Theorème 1.1.1 (Gelfand-Neimark). Toute C∗-algèbre ave unité est isomorphe à
une algèbre de fontions C(X), où X est un espae de Hausdor ompat.
Cet isomorphisme se onstruit de la manière suivante : soit A une C∗-algèbre om-
mutative. Alors, X = ∆(A), l'espae des aratères de A (l'ensemble des homomor-
phismes de A vers C) est un espae de Hausdor loalement ompat. L'appliation
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A → C(X) : a 7→ [aˆ : ω 7→ ω(a)], appelée transformation de Gelfand et dénie de ma-
nière plus générale pour les algèbres de Banah, est un isomorphisme lorsque A est une
C∗-algèbre.
Ce théorème peut s'étendre aux algèbres sans unité et nous pouvons l'énoner de la
manière suivante :
Theorème 1.1.2 (Gelfand-Neimark II). La atégorie dont les objets sont les C∗-
algèbres ommutatives et les morphismes les ∗ - homomorphismes est duale de la atégorie
dont les objets sont les espaes de Hausdor loalement ompats et les morphismes les
appliations ontinues propres.
1.1.2 Algèbres topologiques loalement onvexes
Nous avons vu que la atégorie des C∗-algèbres est à la géométrie non ommutative e
qu'est la topologie à la géométrie ordinaire. De même, les algèbres loalement onvexes
généralisent les C∗-algèbres et semblent être les objets naturels à étudier dans e que l'on
pourrait appeler la géométrie diérentielle non ommutative. En partiulier, la atégo-
rie des algèbres loalement onvexes ontient les algèbres de Fréhet obtenues du alul
diérentiel sur les variétés (par exemple, l'algèbre des fontions C∞ sur une variété).
Elle ontient également des algèbres dénies de manière purement algébrique omme par
exemple les algèbres ayant une base dénombrable. Beauoup d'exemples d'algèbres non
ommutatives assoiées à des strutures diérentiables sont également dans ette atégo-
rie, omme les algèbres d'opérateurs (pseudo-)diérentiels, les algèbres onstruites à partir
de formes diérentielles, les déformations d'algèbres de fontions diérentiables, et . . .
Les outils développés dans e adre sont essentiellement la K-théorie topologique et
sa version bivariante qui a été développée pour les C∗-algèbres par Kasparov [Kas80,
Kas83℄ et pour les algèbres topologiques loalement onvexes par Cuntz [CST00℄, ainsi
que l'homologie ylique qui fut déouverte par Connes [Con85℄. Comme nous le verrons
dans la setion suivante, l'homologie ylique peut être dénie dans un adre purement
algébrique. Ces outils permettent de généraliser des onstrutions obtenues en géométrie
ordinaire telles que les théorèmes de l'index ou enore la notion de aratère de Chern.
Les algèbres que nous allons renontrer par la suite seront essentiellement des algèbres
topologiques loalement onvexes pouvant être obtenues à partir d'algèbres des fontions
C∞ sur une variété. Ces algèbres sont obtenues à l'aide de familles de seminormes et en
voii une dénition :
Denition 1.1.2. Une algèbre loalement onvexe est une algèbre A sur C équipée d'une
topologie loalement onvexe pour laquelle la multipliation est ontinue. De fait, la to-
pologie sur A est dénie par une famille P de seminormes, telle que pour tout p ∈ P, il
existe q ∈ P tel que :
p(xy) ≤ q(x)q(y) ∀x, y ∈ A . (1.3)
Nous allons maintenant passer à l'étude des algèbres assoiatives. Nous ne supposerons
pas que les algèbres sont munies d'une norme ou d'une topologie, bien que ela soit le as
dans la plupart des situations pratiques que nous allons renontrer. Les tehniques que
nous allons développer peuvent s'adapter dans la plupart des as aux C∗-algèbres et aux
algèbres topologiques loalement onvexes.
Setion 1.2  Caluls diérentiels 21
1.2 Caluls diérentiels
1.2.1 Calul diérentiel universel
Denition 1.2.1. Une algèbre diérentielle graduée (A∗, δ) est une algèbre graduée,
A∗ =⊕n≥0An munie d'un produit :
An ×Am → An+m
(a, b) 7→ ab (1.4)
et d'un morphisme δ : An → An+1 de degré +1 satisfaisant la règle de Leibnitz graduée :
δ(ab) = (δa)b+ (−1)na(δb) ∀a ∈ An, b ∈ Am
(1.5)
et satisfaisant δ2 = 0.
Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté, nous noterons A ou A∗ au lieu de (A∗, δ). En parti-
ulier, A0 est une algèbre et nous appellerons parfois (A∗, δ) un alul diérentiel sur A0
ou tout simplement un alul diérentiel lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté sur l'algèbre
A0.
Soit A une algèbre assoiative sur un orps k (on prendra C dans la plupart des as).
Nous pouvons assoier à ette algèbre un alul diérentiel universel (Ω(A), d) déni
par la propriété universelle suivante :
Proposition 1.2.1. Tout morphisme ψ : A → C0 de A dans une algèbre diérentielle
graduée (C∗, δ) s'étend en un unique morphisme d'algèbres diérentielles graduées ψ¯ :
(Ω(A), d)→ (C, δ).
L'existene de l'algèbre diérentielle graduée Ω(A) se montre failement en donnant
une onstrution expliite. Nous pouvons par exemple onsidérer l'algèbre diérentielle
graduée libre
1
générée par les symboles a ∈ Ω0 = A. On peut vérier qu'elle est solution
au problème universel 1.2.1 et est don isomorphe à Ω(A). En eet, les espaes Ωn(A)
sont don générés par les ombinaisons linéaires d'éléments de la forme x0dx1 . . . dxn et
dx1 . . . dxn, ave xi ∈ A. Alors pour tout morphisme ψ : A → C0 de A dans une algèbre
diérentielle graduée (C, δ), on dénit le morphisme ψ¯ de (Ω(A), d) dans (C, δ) par :
ψ¯(a0da1 . . . dan + db1 . . . dbn) = ψ(a0)δ(ψ(a1)) . . . δ(ψ(an)) + δ(ψ(b1)) . . . δ(ψ(bn)) (1.6)
pour ai, bi ∈ A.
Nous pouvons également donner une onstrution expliite de ette algèbre diéren-
tielle graduée à partir de A. Pour ela, onsidérons le omplexe déni par :
Ωn(A) =
{
A pour n = 0
A˜⊗ A⊗n ≃ An+1 ⊕ An pour n ≥ 1 , (1.7)
où A˜ = A⊕k est l'extension de A par k. Ainsi, on a A˜⊗A⊗n ≃ An+1⊕(k⊗An) ≃ An+1⊕An
et Ω(A) = ⊕∞n=0(An+1 ⊕ An).
1
'est-à-dire n'ayant d'autres relations onstitutives que elles d'une algèbre diérentielle graduée.
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An d'obtenir une algèbre diérentielle graduée, on dénit une struture de A-bi-
module, un produit et une diérentielle. La diérentielle d : Ωn(A)→ Ωn+1(A) est donnée
par : {
da = 1⊗ a n = 0
d((a0 + λ01)⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) = 1⊗ a0 ⊗ · · · ⊗ an n ≥ 1
. (1.8)
Ainsi, par onstrution, on obtient d2 = 0. La struture de A-module à gauhe est donnée
par l'ation :
a(a˜0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) = (aa˜0)⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an . (1.9)
La struture de A-module à droite est donnée par l'ation :
(a˜0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an)a =
n∑
i=0
(−1)n−ia˜0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ a , (1.10)
où on pose an+1 = a. On vérie que l'on a bien (ωa)b = ω(ab) pour tout ω ∈ Ωn(A) et
a, b ∈ A. On voit que ette ation à droite sert à reproduire la règle de Leibnitz graduée et
que les diérents termes de la somme dans (1.10) orrespondent à diverses intégrations
par partie. Cette ation à droite s'étend en une ation unitaire de A˜ et nous permet de
dénir le produit :
Ωn(A)× Ωm(A)→ Ωm+n(A)
(ω, a˜0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ am) 7→ ωa˜0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ am
. (1.11)
Ce produit est assoiatif et vérie la règle de Leibnitz graduée d(ωa) = dω ·a+(−1)nω ·da,
pour tout ω ∈ Ωn(A) et a ∈ A. Ainsi, on a :
a˜0da1 . . . dan = a˜0 ⊗ a1 · · · ⊗ an , (1.12)
e qui montre que Ω(A) est générée par A en tant qu'algèbre diérentielle graduée.
On doit maintenant vérier la propriété universelle 1.2.1.
Prenons un morphisme ψ : A→ C0 de A dans une algèbre diérentielle graduée (C∗, δ),
on dénit alors le morphisme ψ¯ de (Ω(A), d) dans (C, δ) par :
ψ¯(a˜0da1 . . . dan) = ψ(a0)δ(ψ(a1)) . . . δ(ψ(an)) + λ0δ(ψ(a1)) . . . δ(ψ(an)) , (1.13)
pour ai ∈ A,a˜0 ∈ A˜ et a˜0 = a0 ⊕ λ0. Ainsi, l'algèbre diérentielle graduée que nous ve-
nons de dénir est isomorphe à Ω(A). L'isomorphisme ave l'algèbre diérentielle graduée
libre engendrée par A est donné, au niveau des espaes vetoriels, par : a0da1 . . . dan ⊕
da1 . . . dan ∼= a˜0 ⊗ a1 · · · ⊗ an ∈ Ωn(A), où a˜0 = a0 ⊕ 1.
Cette dénition de Ω(A) fournit une représentation du alul universel utile dans
ertains ontextes, omme pour les aluls de l'homologie de Hohshild et de l'homologie
ylique.
Version atégorielle
An de pouvoir établir une notion de alul diérentiel universel pour d'autres types
d'algèbres, il est utile et intéressant de formuler la propriété universelle de Ω(A) dans le
langage des atégories.
Setion 1.2  Caluls diérentiels 23
On onsidère la atégorie des algèbres diérentielles graduées ayant pour objets les
algèbres diérentielles graduées et pour èhes les morphismes d'algèbres diérentielles
graduées. Notons O le fonteur d'oubli qui à toute algèbre diérentielle graduée (C∗, δ)
assoie l'algèbre C0 en degré 0. Alors, dans la terminologie de Ma Lane [ML71℄, à toute
algèbre A, on peut assoier une èhe universelle 〈Ω(A), u(A)〉 de A vers O, que l'on
appellera alul diérentiel universel. Le ouple 〈Ω(A), u(A)〉, où Ω(A) est une algèbre
diérentielle graduée et u(A) : A → Ω0(A) = O(Ω(A)), est une èhe universelle de A
vers O, 'est-à-dire que pour tout ouple 〈C, ρ〉 ave C une algèbre diérentielle graduée
et ρ un morphisme d'algèbre de A dans C0 = O(C), il existe un unique morphisme
d'algèbres diérentielles graduées ρ¯ : Ω(A) → C tel que O(ρ¯) ◦ u(A) = ρ. En d'autres
termes, toute èhe de A vers O se fatorise de manière unique par la èhe u(A) omme
dans le diagramme ommutatif suivant :
Ω(A)
ρ¯



A
u(A) //
ρ

Ω0(A)
Oρ¯{{x
x
x
x
C C0
. (1.14)
Une manière de voir que la èhe 〈Ω(A), u(A)〉 est unique à isomorphisme est de la
onsidérer omme un objet initial dans la atégorie omma
2(A ↓ O).
Remarque. Dans notre situation, u(A) est la èhe identité.
Cette aratérisation nous permet de dénir, de manière plus générale, la notion de
alul diérentiel universel assoié à une atégorie d'algèbres diérentielles graduées et un
fonteur d'oubli vers une atégorie d'algèbres. La dénition d'un alul diérentiel univer-
sel reste alors formellement inhangée à la dénition préédente mais nous devons prendre
garde au fait que les morphismes et les objets satisfont des propriétés supplémentaires. Par
exemple, on peut faire une telle onstrution pour les algèbres diérentielles graduées ave
unité, ou bien ommutatives ave unité, ou enore entrales . . . Nous verrons plusieurs
exemples dans les hapitres suivants. Pour les algèbres diérentielles graduées ommuta-
tives ave unité, on peut montrer que l'on obtient ainsi le alul diérentiel de Kähler
(version algébrique du alul de de Rham). Le as des algèbres diérentielles graduées
ave unité est étudié dans la setion suivante et elui des algèbres diérentielles graduées
entrales dans la setion 1.4.2.
Remarque. La propriété universelle de Ω(A) fait de Ω un fonteur adjoint à droite au
fonteur d'oubli O. Bien que l'on puisse dénir la notion de alul diérentiel universel
dans bien des situations, il faut s'assurer à haque fois de l'existene de e fonteur. Dans
la plupart des as, pour une algèbre A dans une ertaine atégorie d'algèbres, il sura de
onsidérer pour Ω(A) l'algèbre diérentielle graduée libre générée par A dans la atégorie
d'algèbre diérentielle graduée orrespondante.
2
La atégorie omma (A ↓ O) est la atégorie des objets O-sous A, i.e. des ouples 〈f, C〉 ave
C une algèbre diérentielle graduée et f un morphisme d'algèbre f : A → OC = C0. Les èhes
h : 〈f, C〉 → 〈f ′, C′〉 sont données par les morphismes d'algèbres diérentielles graduées pour lesquels
f ′ = Oh ◦ f . Je renvoie le leteur à [ML71℄ pour une approhe plus systématique des atégories.
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1.2.2 Calul diérentiel universel ave unité
Lorsque A possède une unité, il est naturel de onsidérer la atégorie des algèbres
diérentielles graduées ave unité dont les morphismes sont les morphismes d'algèbres
diérentielles préservant l'unité. En partiulier, pour une algèbre diérentielle graduée
(C, δ) ave unité, δ1 = 0. Ainsi, on a un fonteur d'oubli O qui va de la atégorie des
algèbres diérentielles graduées ave unité dans la atégorie des algèbres assoiatives ave
unité. Le alul diérentiel universel ave unité est déni omme étant la èhe universelle
de A vers O.
On onstruit Ωu(A) en onsidérant l'algèbre diérentielle graduée ave unité libre
générée par les symboles a ∈ Ω0 = A. En tant que omplexe de A-modules à gauhe,
Ωu(A) est isomorphe au omplexe gradué
⊕
n≥0A⊗ A¯⊗n, 'est-à-dire :
Ωn(A) ≃
{
A pour n = 0
A⊗ A¯⊗n pour n ≥ 1 , (1.15)
où A¯ = A/k. L'isomorphisme est donné par a0da1 . . . dan 7→ a0⊗ a¯1 · · · ⊗ a¯n. La propriété
universelle est vériée immédiatement de manière analogue à elle de Ω(A).
Contrairement à la situation préédente, il existe une représentation de Ωu(A) dans
l'algèbre tensorielle sur k (le orps de base de l'algèbre A), TA. En eet, l'appliation
i :A⊗A → A⊗A
x⊗ y 7→ x(1 ⊗ y − y ⊗ 1) (1.16)
a pour noyau A⊗ k1 et est don fatorisée par la projetion π : A⊗ A→ A⊗ A¯ omme
dans le diagramme ommutatif suivant :
A⊗A
π

i // A⊗A
A⊗ A¯
i¯
99t
t
t
t
t
.
(1.17)
Le produit dans l'algèbre, µ : A⊗A→ A, a un noyau généré par les éléments de la forme
1⊗ a− a⊗ 1 et on a don la suite exate :
0 // Ω1u(A) ≃ A⊗ A¯ i¯ // A⊗A
µ // A // 0 . (1.18)
Ainsi, on a l'identiation, Ω1u(A) ≃ Im i¯ ≃ Kerµ, et omme Ωu(A) est générée par A, on
a Ωnu(A) ≃ Ω1u(A)⊗A · · · ⊗A Ω1u(A) ⊂ T nA et le alul diérentiel universel Ωu(A) est un
sous-omplexe du omplexe gradué TA. Ce omplexe est étudié en détail dans [Mas95℄.
Remarque. Nous savons qu'à toute algèbre A nous pouvons assoier l'algèbre A˜ = A⊕k
ave unité. On pourrait don dire qu'il est toujours possible de se ramener au alul
diérentiel universel ave unité. En eet, le omplexe Ωu(A˜) oïnide ave Ω(A) en degré
n ≥ 1, mais en degré 0, nous avons Ω0(A) = A, tandis que Ωu(A˜) = A˜. De e fait, Ω(A)
est appelée omplexe réduit de Ωu(A˜). Selon le ontexte, on aura plutt intérêt à travailler
ave l'un ou l'autre de es aluls diérentiels.
Par exemple, dans le adre de l'homologie ylique, il est plus faile de travailler ave
l'algèbre diérentielle graduée Ω(A) (.f. setion 1.3.3).
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D'autre part, on voit que Ωu(A) admet une représentation omme sous algèbre de
l'algèbre tensorielle T (A) du fait qu'elle a une unité et que dans ette représentation, la
struture de bimodule est plus simple. Cette représentation a également d'autres avantages
dans ertains as, omme nous le verrons plus loin.
Remarque. L'algèbre Ωu(A) étant générée par A, elle est néessairement un quotient de
Ω(A). On peut exhiber e quotient dans la suite exate ourte suivante :
0 //M∗ // Ω(A) // Ωu(A) // 0 , (1.19)
oùM∗ est l'idéal engendré par les éléments de la forme a0da1 . . . d1 . . . dan, da1 . . . d1 . . . dan
et 1da1 . . . dan − da1 . . . dan.
1.3 Homologies et ohomologies
1.3.1 Homologie de Hohshild
L'homologie de Hohshild est dénie de manière générale pour des algèbres assoia-
tives ave unité et un bimodule sur ette algèbre. Dans ertains as, nous expliquerons
omment passer aux algèbres sans unité en se servant des propriétés fontorielles de l'ho-
mologie de Hohshild.
L'homologie de Hohshild est aratérisée par une olletion de bifonteurs notés Hn
qui à toute algèbre A ave unité et tout A-bimodule M assoient des groupes abéliens
Hn(A,M). Du point de vue de l'algèbre homologique [Ver03℄, H est tout simplement
déni par Hn(A,M) = Tor
Ae
n (A,M), où A
e = A ⊗ Aop est l'algèbre enveloppante et Aop
est l'algèbre opposée
3
de A. Le fonteur Tor est le fonteur dérivé du fonteur produit
tensoriel (· ⊗ ·). Je renvoie à l'appendie B pour plus de détails sur la onstrution de e
fonteur. Ce point de vue, bien que formel, permet dans ertains as de aluler l'homologie
de Hohshild grâe à des résolutions projetives (voir appendie B) de modules et fournit
don une méthode de alul eae.
Nous allons tout d'abord donner une onstrution heuristique de l'homologie de Hoh-
shild, orrespondant à la onstrution historique, puis nous verrons qu'elle orrespond
bien à la dénition préédente.
Ensuite, nous étudierons un as partiulier qui est elui où le bimoduleM est l'algèbre
A elle-même. Ce point de vue est intéressant ar il permet d'établir des liens ave les
aluls diérentiels universels introduits dans la setion préédente et fournit une approhe
naturelle à l'homologie ylique.
Denition 1.3.1. Soit A une algèbre ave unité et M un A-bimodule. L'homologie de
Hohshild est l'homologie du omplexe :
C•(A,M) : · · · b //M ⊗ A⊗n b // · · · b //M ⊗A b //M . (1.20)
On a C•(A,M) =
∞⊕
n=0
Cn(A,M), ave
Cn(A,M) =
{
M pour n = 0
M ⊗ A⊗n pour n ≥ 1 . (1.21)
3
L'algèbre opposée de A est l'algèbre générée par les éléments de A ave le produit opposé (a, b) 7→ ba.
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L'opérateur b : Cn(A,M)→ Cn−1(A,M), appelé opérateur de Hohshild, est déni de la
manière suivante :
b(m⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) = ma1 ⊗ · · · ⊗ an +
n−1∑
j=1
(−1)jm⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an
+ (−1)nanm⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an−1 . (1.22)
An de voir que l'on a bien b2 = 0, il est utile d'introduire les opérateurs de fae
bi : Cn → Cn−1 :
bi(m⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) =

ma1 ⊗ · · · ⊗ an pour i = 0
m⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an pour 0 < i < n
anm⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an−1 pour i = n
. (1.23)
Ainsi, b =
∑n
i=0(−1)ibi et on vérie aisément que pour j < i, bjbi = bi−1bj . On a don :
b2 =
(
n−1∑
j=0
(−1)jbj
)(
n∑
i=0
(−1)ibi
)
=
∑
0≤j<i≤n
(−1)i+jbjbi +
∑
0≤i≤j≤n−1
(−1)i+jbjbi
=
∑
0≤j≤i−1≤n−1
(−1)i+jbi−1bj +
∑
0≤i<j≤n−1
(−1)i+j bjbi
= 0 .
(1.24)
Remarque. Le fait de pouvoir déomposer l'opérateur de bord b en la somme d'opéra-
teurs de fae, fait de C• un omplexe présimpliial (.f. [Lod92℄).
Interprétation en terme du fonteur Tor
Nous allons voir que l'homologie que l'on vient de dénir est bien TorA
e
n (A,M) (voir
appendie B pour la dénition du fonteur Tor). On introduit tout d'abord une résolution
projetive de A en tant que Ae-module. Prenons pour ela le omplexe suivant :
Cbar• (A) : · · · b
′
// A⊗n+1
b′ // A⊗n
b′ // · · · b′ // A⊗ A (1.25)
que l'on appelle souvent omplexe Bar.
Si on onsidère Ae omme un A-bimodule alors Cbar• (A) ≃ C•(A,Ae) et l'opération b′
sur Cbar• (A) est dénie à partir de l'opérateur de Hohshild b sur C•(A,A
e). On a don
automatiquement b′2 = 0. On identie Cn(A,Ae) et Cbarn (A) de la manière suivante :
Ae ⊗A⊗n → A⊗n+2
(a⊗ bop)⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an 7→ b⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ a .
(1.26)
Les espaes Cn(A,A
e) = Ae ⊗ A⊗n sont munis de la struture de Ae-module à droite
par le produit : (ae ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an)be = aebe ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an. On montre [Lod92℄ que e
sont de plus des modules projetifs.
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L'opérateur b′ s'exprime en fontion des opérateurs de fae bi de la manière suivante :
b′ : A⊗n+2 → A⊗n+1, b′ =
n∑
i=0
(−1)ibi (1.27)
et se prolonge de manière naturelle en l'appliation produit µ = b′ : A ⊗ A → A. Cette
appliation dénit ainsi une augmentation du omplexe Cbar• (A).
An de voir que l'on a bien une résolution de A en tant que Ae-module, on doit vérier
que l'homologie de Cbar•
µ // A est nulle. On introduit pour ela l'homotopie :
s :A⊗n+1 → A⊗n+2, s(a0 ⊗ · · · ⊗ an) = 1⊗ a0 ⊗ · · · ⊗ an (1.28)
qui vérie bis = sbi−1 pour 1 ≤ i ≤ n et b0s = id. Ainsi, pour tout n ≥ 0, on a :
b′s+ sb′ =
n+1∑
i=0
(−1)ibis+
n∑
i=0
(−1)isbi
= id+
n+1∑
i=1
(−1)isbi−1 +
n∑
i=0
(−1)isbi
= id .
(1.29)
Ainsi, les appliations id et 0 sont homotopes et l'homologie du omplexe est nulle, e qui
montre que Cbar•
µ // A est bien une résolution projetive de A en tant que Ae-module.
Maintenant, prenons un A-bimodule M . C'est un Ae-module à gauhe et le omplexe
nous permettant de aluler TorA
e
n (A,M) est donné en degré n par A
⊗n+2⊗AeM ≃ (Ae⊗
A⊗n)⊗AeM ≃M⊗A⊗n. Pour les appliations de bord orrespondantes, on a les relations
suivantes : b′⊗1 ≃ b⊗1 ≃ b, e qui montre4 immédiatement que H(A,M) ≃ TorAen (A,M).
Homologie de Hohshild à valeurs dans l'algèbre
L'homologie de Hohshild a été dénie pour une algèbre ave unité et un bimodule
M sur ette algèbre. Une situation partiulièrement intéressante est elle où le bimodule
est l'algèbre elle-même, 'est-à-dire M = A. Dans e as, on note H(A,A) = HH(A).
On vérie que HHn(A) est un fonteur de la atégorie des algèbres sur k assoiatives
ave unité vers la atégorie des k-modules, respetant le produit, i.e. HHn(A × A′) =
HHn(A)×HHn(A′). Sa dénition peut ainsi être étendue aux algèbres sur k quelonques
en posant :
HHn(A) = Coker(H(k)→ H(A˜)) . (1.30)
On montre [Lod92℄ que l'homologie de Hohshild HH(A), pour une algèbre A quel-
onque est donnée par l'homologie du omplexe total assoiée au biomplexe CC
(2)
∗∗ (A)
4
Il y a ii un abus de langage ar nous utilisons la même notation pour l'opérateur de Hohshild sur
Cn(A,A
e) = Ae ⊗An et Cn(A,M) =M ⊗An.
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déni de la manière suivante :
.
.
.
b

.
.
.
−b′

A⊗ A⊗n
b

A⊗n+1
1−λoo
−b′

A⊗ A⊗n−1
b

A⊗n
1−λoo
−b′

.
.
.
b

.
.
.
−b′

A⊗ A
b

A⊗2
1−λoo
−b′

A A
1−λoo
. (1.31)
Les opérateurs b et b′ sont eux renontrés préédemment. L'opérateur λ est déni de la
manière suivante :
λ : A⊗n+1 −→ A⊗n+1
a0 ⊗ · · · ⊗ an 7−→ (−1)nan ⊗ a0 ⊗ · · · ⊗ an−1
. (1.32)
Chaque arré du biomplexe forme un diagramme antiommutatif, 'est-à-dire que l'on
a :
b(1 − λ) = (1− λ)b′ . (1.33)
Remarque. Cette formule peut être diretement vériée à partir de la déomposition
simpliiale de b et b′ et en utilisant les relations : biλ = −λbi−1 pour 1 ≤ i ≤ n et
b0λ = (−1)nbn.
Remarque. Lorsque A est une algèbre ave unité, la deuxième olonne a une homolo-
gie triviale (f 1.3.1) et l'homologie du biomplexe est l'homologie du omplexe formée
par la première olonne qui n'est autre que le omplexe de Hohshild introduit dans la
setion 1.3.1.
Lien ave le alul diérentiel universel
Le omplexe total assoié au biomplexe (1.31) est :
· · · ∂ // (A⊗ A⊗n)⊕ (k ⊗ A⊗n) ∂ // · · · ∂ // (A⊗ A)⊕ (k ⊗ A) ∂ // A (1.34)
où l'opérateur de bord ∂ est donné par la matrie :
∂ =
(
b 1− λ
0 −b′
)
. (1.35)
On reonnaît immédiatement le omplexe assoié au alul diérentiel universel Ω(A)
déni dans l'équation (1.7) en utilisant les isomorphismes (A ⊗ A⊗n) ⊕ (k ⊗ A⊗n) ≃
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A˜⊗A⊗n ≃ Ωn(A). En tant que omplexe gradué, Ω(A) est le omplexe réduit C¯(A˜, A˜)red
et on vérie que l'opérateur de bord ∂ orrespond à l'opérateur de Hohshild b déni
sur C¯(A˜, A˜) par la formule (1.22). Le omplexe (1.34) est don isomorphe au omplexe
suivant :
· · · b // Ωn(A) b // · · · b // Ω1(A) b // Ω0(A) = A . (1.36)
Grâe à la struture d'algèbre diérentielle de Ω(A), on peut dénir l'opérateur b de
manière plus direte en posant :
b(ωdx) = (−1)degω[ω, x]
b(dx) = 0
b(x) = 0
∀x ∈ A, ∀ω ∈ Ω(A) (1.37)
et b est alors appelé opérateur de Karoubi. Nous pouvons vérier que es deux dénitions
sont bien les mêmes. Si l'on érit Ωn(A) omme A˜⊗ A⊗n, pour n > 1, d'après (1.37), on
a :
b(a˜0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) = a˜0a1 ⊗ · · · ⊗ an +
n−1∑
j=1
(−1)j a˜0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an
+ (−1)nana˜0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an−1 (1.38)
et en degré 1, b ((a0 + λ01)⊗ a1) = [a0, a1]. Ainsi, b orrespond bien à l'opérateur de
Hohshild usuel.
1.3.2 Cohomologie de Hohshild
Comme nous allons le voir, on peut onsidérer la ohomologie de Hohshild omme
la version duale de l'homologie de Hohshild. Les dénitions et prinipaux résultats
sont analogues à eux renontrés en homologie de Hohshild. Cependant, e sont bien
des notions diérentes et n'ayant pas la même interprétation. Cei vient du fait que
la ohomologie de Hohshild est onstruite à partir du fonteur Hom(·, ·), alors que
l'homologie de Hohshild est onstruite à partir du fonteur (· ⊗ ·).
Denition 1.3.2. Soit A une algèbre ave unité et M un A-bimodule. Les groupes de
ohomologie de HohshildHn(A,M) de A à oeients dansM sont dénis omme étant
les groupes ExtnAe(A,M), où Ext est le fonteur dérivé de HomAe(·, ·).
Donnons maintenant diérentes manières de aluler es groupes. Nous avons vu que
le omplexe Cbar(A) (1.25) est une résolution projetive de A en tant que Ae bimodule.
Ainsi, par dénition, on a :
Hn(A,M) = Hn(HomAe(C
bar,M)) (1.39)
Soit φ une ohaîne dans HomAe(C
bar
n ,M). L'appliation de obord β
′
est donnée par :
β ′(φ) = (−1)n+1φ ◦ b′ . (1.40)
De même que nous avions un isomorphisme de omplexes A⊗n+2⊗AeM ≃ (Ae⊗A⊗n)⊗Ae
M ≃M ⊗ A⊗n, nous avons maintenant :
HomAe(A
⊗n+2,M) ≃ HomAe(Ae ⊗ A⊗n,M) ≃ Hom(A⊗n,M) . (1.41)
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Ainsi, à toute ohaîne φ dans HomAe(C
bar
n ,M) = HomAe(A
⊗n+2,M), on peut assoier
une appliation f : A⊗n → M dénie de la manière suivante :
φ(a0, a1, · · · , an+1) = a0f(a1, · · · , an)an+1 . (1.42)
L'appliation f peut être donnée expliitement en utilisant l'isomorphisme de Ae-modules
à droite A⊗n+2 ≃ Ae⊗A⊗n. On assoie à la ohaîne φ un homomorphisme de Ae-modules
à droite φ˜ : Ae ⊗ A⊗n →M déni par la formule :
φ˜((an+1 ⊗ aop0 )⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) = φ(a0, a1, · · · , an+1) . (1.43)
Si on pose f(a1, · · · , an) = φ˜((1⊗ 1op)⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an), on a alors :
φ(a0, a1, · · · , an+1) = φ˜((an+1 ⊗ aop0 )⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an)
= φ˜
((
(1⊗ 1op)⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an
) · (an+1 ⊗ aop0 ))
= φ˜
(
(1⊗ 1op)⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an
)
· (an+1 ⊗ aop0 )
= f(a1, · · · , an) · (an+1 ⊗ aop0 )
= a0f(a1, · · · , an)an+1 .
(1.44)
On notera Cn(A,M) le omplexe Hom(A⊗n,M) par la suite. Voyons omment l'applia-
tion de obord β ′ se réperute sur l'appliation f . On a :
β ′(φ)(a0, · · · , an+2) =(−1)n+1φ(b′(a0, · · · , an+2))
=(−1)n+1 (φ(a0a1, · · · , an+2) + · · ·+ (−1)n+1φ(a0, · · · , an+1an+2))
=(−1)n+1a0
(
a1f(a2, · · · , an+1)
− f(a1a2, · · · , an+1) + · · ·+ (−1)nf(a1, · · · , anan+1)
+ (−1)n+1f(a1, · · · , an)an+1
)
an+2 .
(1.45)
On dénit ainsi l'opérateur de obord β sur Cn(A,M) de la manière suivante :
β(f)(a1, · · · , an+1) =a1f(a2, · · · , an+1)
+
n∑
i=1
(−1)if(a1, · · · , aiai+1, · · · , an+1)
+ (−1)n+1f(a1, · · · , an)an+1 .
(1.46)
On notera l'analogie ave l'opérateur b de Hohshild intervenant dans la formule (1.22).
D'autre part, ette dénition est souvent prise omme dénition de base pour la ohomo-
logie de Hohshild.
Nous allons maintenant donner une interprétation des premiers groupes de ohomolo-
gie de Hohshild. Le premier groupe H1(A,M) s'interprète de la manière suivante. Un
oyle de Hohshild, z ∈ Z1(A,M) orrespond à une dérivation de l'algèbre A à valeurs
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dans M . Un obord βm ∈ B1(A,M) (i.e. tel que β(m)(a) = am − ma) orrespond à
une dérivation intérieure. Ainsi, un élément du groupe H1(A,M) dérit une dérivation
extérieure (les notions de dérivations sont données dans la setion 1.4.1). Le deuxième
groupe de Hohshild H2(A,M) sert à dérire les extensions de l'algèbre A (d'où le nom
Ext pour le fonteur dérivé de Hom).
Il est également intéressant de noter que la diérentielle du alul diérentiel universel,
introduite en 1.2, dénit un oyle universel de Hohshild en degré 1 et permet également
de dénir des oyles universels de degrés plus élevés. Préisons ette notion par la
proposition suivante :
Proposition 1.3.1. Soit M un A-bimodule et (a1, · · · , an) 7→ c(a1, · · · , an) un n-oyle
de Hohshild à valeurs dans M . Alors il existe un unique homomorphisme de bimodule :
ic : Ωu(A)→M tel que
c(a1, · · · , an) = ic(da1 · · · dan), ∀ai ∈ A . (1.47)
De plus c est un obord si et seulement si ic a une extension i˜c en tant qu'homomorphisme
de bimodule de A⊗ Ωn−1u (A) dans5M .
Ces résultats et les référenes assoiées se trouvent dans [DV99℄.
Cohomologie de Hohshild à valeurs dans le dual de l'algèbre
Enn, nous pouvons onsidérer la situation où le bimodule est A∗. L' espae A∗ est
un A-bimodule pour l'ation (aφb)(c) = φ(bac) pour tout a, b, c ∈ A. La ohomologie
H(A,A∗) du omplexe C∗(A,A∗) est alors notée HH∗(A). Comme dans le as de l'homo-
logie de Hohshild, HH∗ réalise un fonteur de la atégorie des algèbres sur k assoiatives
ave unité vers la atégorie de k-modules. Ce fonteur peut être étendu aux algèbres ave
ou sans unité et la ohomologie de Hohshild HH∗(A) d'une algèbre A est alors obte-
nue en onsidérant le omplexe total assoié au biomplexe Homk(CC
(2)
∗∗ (A), k) dual du
omplexe a deux olonnes CC
(2)
∗∗ (A)(1.31) alulant HH∗(A). Les opérations b,b′ et 1− λ
se dualisent sur le omplexe Homk(CC
(2)
∗∗ (A), k). Dans le as des algèbres ave unité, on
peut se ramener à la première olonne de CC
(2)
∗∗ (A) (la deuxième olonne orrespondant
au bar-omplexe, elle a une homologie triviale et peut être éliminée). On peut alors véri-
er que l'espae Cn(A,A∗) = Homk(An, A∗) est isomorphe à l'espae Homk(An+1, k) et
que les opérateurs de obord orrespondent. On identie deux éléments φ ∈ Cn(A,A∗) et
f ∈ Homk(An+1, k) de la manière suivante :
φ(a1, . . . , an)(a0) = f(a0, a1, . . . , an) . (1.49)
Ainsi, les ohomologies dénies à partir des omplexes Homk(A
n+1, k) et C∗(A,A∗) oïn-
ident. Cette identiation est essentielle en ohomologie ylique pour faire le lien entre
diérentes approhes.
5
La suite exate (1.18) se généralise pour n ≥ 1 en la suite exate suivante :
0 // Ωnu(A)
i¯ // A⊗ Ωn−1u (A)
µ // Ωn−1u (A) // 0 . (1.48)
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Quelques résultats sur l'homologie et la ohomologie de Hohshild pour les al-
gèbres de fontions C∞(X)
Nous pouvons enn énoner un résultat important dû à Connes pour le as des al-
gèbres de fontions C∞(X) sur une variété X . Il fut montré dans [Con85, Con90b, Con94℄
que la ohomologie de Hohshild HH∗cont(C
∞(X)) des ohaîne ontinues (pour la famille
de seminormes assoiée à C∞(X)) est isomorphe à l'espae des ourants de de Rham sur
la variété X . Ce résultat a également son équivalent en homologie et on montre alors
que l'homologie de Hohshild HHcont ∗(C∞(X)), alulée à partir du omplexe de Hoh-
shild où le produit tensoriel ⊗ est remplaé par le produit tensoriel topologique ⊗ˆ, est
isomorphe à l'espae des formes de de Rham ΩdR(X). Ce résultat généralise pour des al-
gèbres de Fréhet le théorème de Hohshild-Kostant-Rosenberg donnant un isomorphisme
entre l'homologie de Hohshild HH∗(A) d'une algèbre A lisse et les formes de Kähler.
Ce type de résultats fut à l'origine des motivations pour vouloir dénir une géométrie
diérentielle non ommutative. On a en eet des objets propres à l'existene d'une stru-
ture diérentielle en géométrie ordinaire qui semblent pouvoir être aratérisés de manière
omplètement algébrique (ave une notion de ontinuité en plus lorsque l'on travail ave
des algèbre topologiques).
1.3.3 Homologie ylique
L'homologie ylique réalise un autre fonteur, que l'on note HC, de la atégorie des
algèbres assoiatives vers les groupes abéliens. Nous allons la dénir diretement à partir
d'un omplexe gradué qui, omme nous allons le voir, est intimement lié à elui alulant
l'homologie de Hohshild à valeurs dans l'algèbre.
Pour une algèbre assoiative A, on introduit le biomplexe ylique CC••(A) :
.
.
.
b

.
.
.
−b′

.
.
.
b

A⊗n+1
b

A⊗n+1
1−λoo
−b′

A⊗n+1
Qoo
b

· · ·1−λoo
A⊗n
b

A⊗n
1−λoo
−b′

A⊗n
Qoo
b

· · ·1−λoo
.
.
.
b

.
.
.
−b′

.
.
.
b

A⊗2
b

A⊗2
1−λoo
−b′

A⊗2
Qoo
b

· · ·1−λoo
A A
1−λoo A
Qoo · · ·1−λoo
(1.50)
où les opérateurs b, b′ et λ sont eux introduits dans la setion préédente et l'opérateur
Q est déni de la manière suivante :
Q : A⊗n+1 → A⊗n+1, Q =
n∑
p=0
(λ)p .
(1.51)
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On vérie que les arrés dans le biomplexe (1.50) sont tous antiommutatifs, 'est-à-dire :
b(1− λ) = (1− λ)b′
b′Q = Qb
. (1.52)
Denition 1.3.3. L'homologie ylique HC(A) est l'homologie du omplexe total assoié
au biomplexe CC••(A), 'est-à-dire le omplexe :
D : · · · // Dn ∂ // Dn−1 // · · · // D1 ∂ // D0 // 0 , (1.53)
où les Dn sont les diagonales du biomplexe CC••(A) et l'appliation ∂ est la somme des
appliations b, Q, −b′ et 1− λ.
Theorème 1.3.2 (Suite exate de Connes). Pour une algèbre A quelonque, l'homo-
logie de Hohshild HH(A) et l'homologie ylique HC(A) sont reliées par la suite exate
longue :
· · · // HCn(A) S // HCn−2(A) B // HHn−1(A) I // HCn−1(A) S // HCn−3(A) B // · · ·
· · · I // HC1(A) S // HC−1(A) B // HH0(A) // 0 ,
(1.54)
où HC−1(A) = 0.
Cette suite vient de la suite exate ourte de omplexes :
0 // DHochschildn
I // Dn
S // Dn−2 // 0 , (1.55)
où DHochschild est le omplexe total du biomplexe (1.31) alulant HH(A). Il orrespond
aux deux premières olonnes du omplexe ylique et l'appliation I est l'inlusion. On
peut alors aluler le quotient du omplexe ylique parDHochschild et on obtient à nouveau
le omplexe ylique ave un déalage de 2 en haque degré.
Le biomplexe ylique mélange le omplexe de Hohshild à deux olonnes (1.31) et
la résolution périodique de période 2 du module trivial A⊗n+1/(1 − λ) sur l'algèbre du
groupe Z/(n+ 1)Z :
· · · // A⊗n+1 1−λ // A⊗n+1 Q // A⊗n+1 1−λ // · · · 1−λ // A⊗n+1 // 0 . (1.56)
Ainsi, on a une surjetion naturelle Tot(CC) → Cλ, où Cλ est le omplexe de Connes,
Cλn(A) = A
⊗n+1/(1 − λ). L'opérateur de bord sur e omplexe est donné par l'image
par ette surjetion de l'opérateur de Hohshild b agissant sur la première olonne du
omplexe ylique CC••(A) (1.50). On montre par des arguments de suite spetrale, que
ette surjetion est un quasi-isomorphisme (f.. [Lod92℄) et don Hλ(A) ≃ HC(A) (il faut
que Q soit un sous-ensemble du orps de base k de l'algèbre).
Liens ave le alul diérentiel universel
Tout omme nous l'avons fait pour l'homologie de Hohshild, il est possible d'établir
un lien ave le alul diérentiel universel. On dénit un opérateur B : Ωn(A)→ Ωn+1(A)
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qui est une représentation au niveau des omplexes de l'opérateur B introduit dans (1.54).
Cet opérateur sera appelé opérateur de Connes. Sous l'isomorphisme Ωn(A) ≃ A⊗(n+1) ⊕
A⊗n, il orrespond à l'opérateur de A⊗(n+1) ⊕ A⊗n dans A⊗(n) ⊕ A⊗n−1 donné par la
matrie : (
0 0
Q 0
)
. (1.57)
Ainsi, B agit sur un élément de la forme x0dx1 · · · dxn de la manière suivante :
B(x0dx1 · · · dxn) = dx0dx1 · · · dxn + (−1)ndxndx0 · · · dxn−1 + · · ·+ (−1)n
2
dx1 · · · dxndx0 .
(1.58)
On voit que B est fortement relié à la diérentielle d sur l'algèbre diérentielle graduée
Ω(A) tout omme l'est l'opérateur de Hohshild b (voir formule (1.37)).
En utilisant l'identiation entre le omplexe (1.34) et (1.36), on voit que le biomplexe
(1.50) est isomorphe au biomplexe :
.
.
.
b

.
.
.
b

.
.
.
b

Ω2(A)
b

Ω1(A)
Boo
b

Ω0(A)
Boo
Ω1(A)
b

Ω0(A)
Boo
Ω0(A)
. (1.59)
On vérie que l'on a bien bB+Bb = B2 = 0 et que l'homologie du omplexe total alule
HC(A).
Remarque. En fait, l'homologie ylique HC(A) peut être alulée de manière plus
générale à l'aide de tout omplexe M alulant l'homologie de Hohshild, muni d'un
opérateur B de degré +1 satisfaisant bB + Bb = B2 = 0 (M est appelé un omplexe
mixte). On remplae alors dans le biomplexe (1.59) les olonnes Ω(A) parM . Ainsi, pour
une algèbre ave unité, on peut remplaer Ω(A) par Ωu(A) et l'opérateur B devient (1−
λ)sQ, où s est l'homotopie dénie dans (1.28). Nous renvoyons à [Lod92, Ros96, CST00℄
pour plus de détails sur es onstrutions. De même, pour les algèbres ommutatives, on
peut prendre le alul diérentiel de Kähler et la diérentielle usuelle pour l'opérateur B
(f. [Lod92, Ros96℄).
Pour une algèbre A donnée, on peut également dénir d'autres groupes d'homologie :
HC−(A) et HP (A) appelés respetivement homologie ylique négative et homologie
ylique périodique. Ces groupes sont alulés à partir de biomplexes similaires au bi-
omplexe ylique (1.50) ou (1.59) (f [Lod92, Ros96, CST00℄) et sont néessaires pour
pouvoir dénir le aratère de Chern-Connes qui est un homomorphisme anonique de
K(A) dans HP (A). Le aratère de Chern-Connes généralise le aratère de Chern en
géométrie diérentielle et se onstruit naturellement à partir du générateur de HC(C).
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Résultats pour les algèbres de fontions C∞(X)
Dans le as d'une algèbre de fontions C∞(X), Connes a montré [Con85, Con90b,
Con94℄ (dans le as dual) qu'il y a un isomorphisme entre l'homologie ylique des haînes
ontinues et la ohomologie de de Rham :
HCcont ∗(C∞(X)) ≃ Ω∗(X)/dΩ∗(X)⊕H∗−2dR (X)⊕H∗−4dR (X)⊕ . . . (1.60)
On voit ainsi que l'homologie ylique fournit une bonne généralisation de l'homologie
de de Rham en géométrie non ommutative et 'est enore une des motivations pour
vouloir dénir une géométrie diérentielle non ommutative. On peut également voir que
le aratère de Chern-Connes déni de manière omplètement algébrique oïnide dans
le as d'une algèbre de fontions C∞(X) ave le aratère de Chern usuel qui est un
isomorphisme entre la K-théorie topologique de la variété X et les éléments pairs (ou
impairs) de sa ohomologie de de Rham.
1.3.4 Cohomologie ylique
La ohomologie ylique HC∗(A) d'une algèbre assoiative A ave ou sans unité est dé-
nie de manière générale à partir du omplexe dual au omplexe ylique CC••(A) (1.61) :
'est l'homologie du omplexe total assoié au biomplexe Homk(CC••(A), k). Dans les
as où Q est inlus dans le orps k sur lequel est basé l'algèbre, la ohomologie ylique
de A peut se aluler à partir du omplexe ylique de Connes C∗λ(A) qui est le dual du
omplexe Cλ∗ (A) introduit dans la setion 1.3.3. Ce omplexe est déni en degré n de la
manière suivante :
Cnλ (A) = {f ∈ Homk(An+1, k), f(a0, . . . , an) = (−1)nf(an, a0, . . . , an+1)} . (1.61)
L'opérateur de obord que l'on notera δ est le dual de l'opérateur de Hohshild b sur
C∗(A,A) orrespondant à la première olonne de CC••(A) (1.61). Il agit don sur un
élément φ ∈ Cnλ (A) de la manière suivante :
δφ(a0, . . . , an+1) = φ(a0a1, a2, . . . , an+1) +
n∑
i=1
(−1)iφ(a0, . . . , aiai+1, . . . , an+1)
+ (−1)n+1φ(an+1a0, a1, . . . , an) . (1.62)
On peut remarquer qu'un élément f ∈ C∗λ(A) peut être onsidéré omme un élément
de C∗(A,A∗) satisfaisant la ondition de yliité :
f(a0, . . . , an) = (−1)nf(an, a0, . . . , an+1) . (1.63)
Ainsi, C∗λ(A) est un sous-omplexe du omplexe C
∗(A,A∗) alulant la ohomologie de
Hohshild HH∗(A) à valeur dans A∗ (voir setion 1.3.2). De plus, la suite exate de
Connes dénie en homologie dans le théorème 1.3.2 a son équivalent en ohomologie où
HH∗ est remplaé par HH∗, HC∗ par HC∗ et le sens des èhes est renversé.
Nous allons maintenant voir que la ohomologie ylique est intimement liée à la notion
de trae. Il faut pour ela introduire la notion de yle qui est une version algébrique de
la notion d'intégration de formes diérentielles sur une variété.
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Denition 1.3.4. Un yle de dimension n est un triplet (Ω, d,
∫
) où (Ω, d) est une
algèbre diérentielle graduée et
∫
: Ωn → k est une trae graduée fermée sur Ω.
Un yle sur une algèbre assoiative A est un yle (Ω, d,
∫
) et un homomorphisme
ρ : A→ Ω0. On le notera également (Ω, d, ∫ , ρ)
La propriété importante assoiée aux yles d'une algèbre A est la suivante :
Proposition 1.3.3. A tout yle de dimension n sur A, on peut assoier une ohaîne τ
du omplexe Cnλ (A) dénie par :
τ(a0, . . . , an) =
∫
ρ(a0)dρ(a1) . . . ρ(an) . (1.64)
Réiproquement, pour toute ohaîne τ de Cnλ (A), il existe un yle de dimension n
(Ω, d,
∫
) et un homomorphisme ρ : A→ Ω0 tel que τ en soit le aratère.
La démonstration du fait que le aratère τ d'un yle (Ω, d,
∫
, ρ) soit une ohaîne
se montre en utilisant de manière essentielle les propriétés d'algèbre diérentielle graduée
de (Ω, d) et le fait que
∫
soit une trae graduée fermée. Pour démontrer la réiproque,
il sut de prendre pour (Ω, d) le alul diérentiel universel Ω(A), pour ρ l'appliation
identité et pour
∫
l'appliation linéaire τˆ assoiée à une ohaîne τ dénie sur Ωn(A) par :
τˆ ((a0 + λ0)da1 . . . dan) = τ(a0, a1, . . . , an) . (1.65)
On vérie que
∫
= τˆ est une trae graduée fermée grâe au fait que τ est une ohaîne
ylique de Hohshild. Cette proposition est démontrée de manière plus détaillée dans
[Con85, Con94, Con90b℄. C'est en fait e type de onsidérations qui mena à la déouverte
de la ohomologie ylique et 'est de ette manière qu'elle fut originellement introduite.
Remarques nales
Nous pourrions enore voir d'autres propriétés telles que l'invariane de Morita ou
l'invariane par diéotopie de l'homologie et la ohomologie ylique, ou enore énoner
la version ohomologique des isomorphismes donnés à la n de la setion préédente, mais
nous allons nous arrêter là ar es résultats ne nous seront pas utiles diretement par la
suite.
1.4 Calul diérentiel basé sur les dérivations
Nous avons vu jusqu'à présent des outils permettant de aratériser des algèbres as-
soiatives et que la notion de alul diérentiel universel joue un rle essentiel dans la
onstrution de ertains invariants. Ces invariants généralisent d'une ertaine manière les
invariants que l'on obtient en géométrie ordinaire tels que la ohomologie de de Rham.
Nous allons maintenant essayer de dénir un équivalent des formes de de Rham dans
le adre des algèbres assoiatives. Il y a pour ela plusieurs points de vue possibles. On
peut onsidérer par exemple que l'homologie de Hohshild fournit une généralisation des
formes de de Rham puisque, dans le as des algèbres ommutatives, elle est diretement
reliée à es dernières. Malheureusement, l'homologie de Hohshild n'est généralement
pas munie d'une struture d'algèbre (sauf dans le as ommutatif) et don ne fournit pas
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un bon andidat pour remplaer les formes diérentielles. Un autre point de vue serait
de onsidérer que tout alul diérentiel sur une algèbre A (i.e. toute algèbre diéren-
tielle graduée étant isomorphe à A en degré 0) est une généralisation du omplexe de
de Rham. Ainsi, pour une algèbre donnée A, nous pouvons toujours onsidérer le alul
diérentiel universel. On voit bien que e point de vue est un peu trop général et on se
sert généralement de la struture partiulière de l'algèbre A ou du problème (physique
ou mathématique) que l'on veut étudier an de nous guider dans le hoix d'un alul
diérentiel partiulier.
Le alul diérentiel que nous allons voir dans ette setion fut introduit par Mihel
Dubois-Violette dans [DV88℄ et est appelé alul diérentiel basé sur les dérivations. C'est
une tentative de dénition de la notion de formes diérentielles ne faisant pas intervenir
d'autres objets que l'algèbre elle-même et ses dérivations qui sont l'analogue des hamps
de veteurs en géométrie diérentielle.
1.4.1 Dérivations
Denition 1.4.1 (Dérivations). Soit A une algèbre assoiative et M un A-bimodule.
Une dérivation de A à valeurs dans M est une appliation k-linéaire D : A→ M satisfai-
sant la relation :
D(ab) = a(Db) + (Da)b ∀a, b ∈ A . (1.66)
L'ensemble des dérivations de A dans M forme un module sur le entre de l'algèbre
Z(A) et on le note Der(A,M) ou simplement Der(A) lorsque M = A . En partiulier, une
dérivation dénit un oyle de Hohshild de degré 1. L'ensemble de toutes les dérivations
dans un bimodule M est préisément l'ensemble Z1(A,M) des oyles de Hohshild de
degré 1.
Denition 1.4.2 (Dérivations intérieures). A tout élément m ∈ M , on assoie une
dérivation, appelée dérivation intérieure, que l'on note adm. Elle est dénie par :
adm(a) = [m, a] = ma− am . (1.67)
On note l'ensemble de toutes les dérivations intérieures Int(A,M), ou simplement Int(A),
lorsque M = A. L'espae Int(A,M) oïnide ave B1(A,M), l'ensemble des obords de
Hohshild de A à valeurs dans M de degré 1.
Remarque. On peut également assoier à tout élément a ∈ A une appliation ada : M →
M dénie pour tout A-bimoduleM par la formule ada(m) = [a,m]. Cette appliation peut
alors s'étendre au omplexe de Hohshild Cn(A,M) de la manière suivante :
ada(m⊗ a1 · · · an) =
n∑
i=0
m · · · ⊗ [a, ai]⊗ · · · ⊗ an . (1.68)
Cette opération ommute ave l'opérateur b de Hohshild et passe don en homologie.
On peut en fait onstruire une homotopie h(a) : Cn(A,M)→ Cn+1(A,M) dénie par :
h(a)(m⊗ a1 · · · an) =
n∑
i=0
(−1)im⊗ · · · ai ⊗ a⊗ ai+1 ⊗ · · · ⊗ an , (1.69)
tel que bh(a) + h(a)b = −ada. Ainsi, l'appliation ada∗ : Hn(A,M) → Hn(A,M) est
l'appliation nulle.
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Remarque. Pour M = A, Der(A,M) = Der(A) a une struture d'algèbre de Lie pour le
rohet [X, Y ] = XY − Y X , ave X, Y ∈ Der(A).
Remarque. Int(A) est un idéal d'algèbre de Lie de Der(A) et également un sous-Z(A)-
module. On note Out(A) = Der(A)/Int(A) l'algèbre de Lie quotient. C'est une algèbre
de Lie et un Z(A) module et ses éléments sont appelés dérivations extérieures. L'es-
pae Out(A) est isomorphe au groupe HH1(A). De même on peut dénir Out(A,M) =
Der(A,M)/Int(A,M) pour un bimodule M quelonque et 'est un Z(A)-module iso-
morphe à H1(A,M).
1.4.2 Calul diérentiel basé sur les dérivations
Nous allons onstruire une algèbre diérentielle graduée Ω
Der
(A), appelée alul dif-
férentiel basé sur les dérivations. Cette onstrution s'inspire de la manière dont sont
onstruites les formes diérentielles en géométrie ordinaire sur une variété V . En eet,
elles-i sont onstruites omme les appliations diérentiables n-linéaires antisymétriques
sur Γ(V ), l'algèbre de Lie formée par les hamps de veteurs sur V , et la diérentielle d
est dénie par la formule de Koszul. On peut montrer que Γ(V ) est l'algèbre de Lie des
dérivations de l'algèbre de fontions C∞(V ). Cette onstrution peut être rendue om-
plètement algébrique et être ainsi généralisée aux algèbres assoiatives quelonques en
remplaçant l'algèbre de Lie des hamps de veteurs par l'algèbre de Lie Der(A). Nous
allons donner diretement ette onstrution.
On dénit le omplexe Ω
Der
(A) omme étant l'ensemble des appliations Z(A)-multi-
linéaires antisymétriques de Der(A) dans A. C'est une algèbre naturellement N-graduée
que l'on peut déomposer de la manière suivante :
Ω
Der
(A) =
∞⊕
n=0
Ωn
Der
(A) , (1.70)
où Ω0
Der
(A) est identié à A et Ωn
Der
(A) est l'ensemble des appliations n-Z(A)-multi-
linéaires antisymétriques de Der(A) dans A.
La struture d'algèbre est donnée par le produit :
(ωη)(X1, · · · , Xm+n) =
∑
σ∈Sm+n
(−1)|σ|
m!n!
ω(Xσ(1), · · · , Xσ(m))η(Xσ(m+1), · · · , Xσ(m+n)) ,
(1.71)
pour tout ω ∈ Ωm
Der
(A) et η ∈ Ωn
Der
(A). On dénit une diérentielle dˆ de degré 1 par la
formule de Koszul, en posant pour tous X1, . . . , Xn+1 ∈ Der(A) et tout ω ∈ Ωn
Der
(A) :
dˆω(X1, . . . , Xn+1) =
n+1∑
i=1
(−1)i+1Xiω(X1, . . .
i∨. . . . , Xn+1)
+
∑
1≤i<j≤n+1
(−1)i+jω([Xi, Xj], . . .
i∨. . . .
j∨. . . . , Xn+1) . (1.72)
On montre que la diérentielle dˆ est une appliation de omplexe, i.e. dˆ2 = 0, en
utilisant l'identité de Jaobi sur Der(A).
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Remarque. Lorsque A = C∞(V ), l'algèbre Ω
Der
(A) oïnide ave l'algèbre des formes
de de Rham sur V .
On peut également dénir une sous-algèbre diérentielle graduée de Ω
Der
(A) :
Denition 1.4.3. Ω
Der
(A) est la plus petite sous-algèbre diérentielle graduée de Ω
Der
(A)
ontenant A. De manière équivalente, 'est la sous-algèbre diérentielle graduée de Ω
Der
(A)
engendrée par A.
Du fait que Ω
Der
(A) soit engendrée par A, elle est un quotient du alul diéren-
tiel universel Ω(A) introduit dans la setion 1.2.1. Le noyau de e quotient peut être
onstruit expliitement en utilisant une ltration de Ω(A). Cette onstrution est donnée
dans [Mas95℄.
Propriété universelle de Ω1
Der
(A)
Nous avons vu que le alul diérentiel Ω(A) (resp. Ωu(A)) est un objet universel
dans la atégorie des algèbres diérentielles graduées et que Ω (resp. Ωu) est le fonteur
adjoint à gauhe du fonteur d'oubli qui va vers la atégorie des algèbres assoiatives
(resp. algèbres assoiatives ave unité). Nous allons voir qu'il est possible de aratériser
Ω autrement. En eet, pour une algèbre A, le alul diérentiel universel du premier
ordre Ω1(A) peut être aratérisé par la propriété universelle suivante dans la atégorie
des A-bimodules :
Proposition 1.4.1. Pour toute dérivation X : A→M , vers un A-bimodule M , il existe
une unique appliation iX : Ω
1(A)→M , telle que le diagramme suivant soit ommutatif :
A
X
""E
EE
EE
EE
EE
// Ω1(A)



M
. (1.73)
La atégorie des A-bimodules admet un produit tensoriel sur l'algèbreA. Nous pouvons
ainsi dénir, de manière naturelle, le alul diérentiel universel d'ordre n omme Ωn(A) =
Ω1(A)⊗A · · · ⊗A Ω1(A), ave n fateurs. On retrouve ainsi la même algèbre graduée que
dans les onstrutions préédentes en posant Ω(A) =
⊕
n≥0Ω
n(A).
Cette approhe ave les bimodules va nous permettre de rester plus près des notions
que l'on toie en géométrie ordinaire et de dénir d'autres aluls diérentiels universels
généralisant le alul diérentiel universel de Kähler (ou de de Rham). En eet, sur une
algèbre ommutative, la atégorie des modules à gauhe est équivalente à la atégorie des
modules à droite qui est équivalente à la atégorie des bimodules. De la notion de bimodule
sur une algèbre ommutative, nous pouvons essayer de garder ertaines propriétés lorsque
l'on passe aux algèbres assoiatives quelonques.
bimodules entraux
An de garder la symétrie entre modules à gauhe et modules à droite, il est naturel
de onsidérer la atégorie des bimodules entraux dénie de la manière suivante :
Denition 1.4.4. Soit A une algèbre et M un A-bimodule. Alors M est un bimodule
entral si on a la relation zm = mz pour tout z ∈ Z(A), le entre de A, et pour tout
m ∈M .
40 Chapitre 1  Géométrie non ommutative
Un tel bimodule peut être obtenu à partir d'un bimodule M quelonque de deux
manières. On peut soit onsidérer le bimodule MZ obtenu par quotient de M par son
sous-bimodule [Z(A),M ], soit le bimodule MZ qui est le sous-bimodule de M onsti-
tué des éléments de M qui ommutent ave le entre de A. D'après ette dénition,
nous pouvons assoier à toute algèbre un alul diérentiel du premier ordre : Ω1Z(A) =
Ω1(A)/[Z(A),Ω1(A)]. Ce alul diérentiel est solution du problème universel suivant :
Proposition 1.4.2. Pour toute dérivation X : A → M , vers un A-bimodule entral M ,
il existe une unique appliation iX : Ω
1
Z(A) → M , telle que le diagramme suivant soit
ommutatif :
A
X
""F
FF
FF
FF
FF
// Ω1Z(A)
iX



M .
(1.74)
On peut onstruire une algèbre diérentielle graduée ΩZ(A) ayant une propriété uni-
verselle analogue à elle de Ω(A). On la onstruit en onsidérant le quotient de Ω(A) par
l'idéal engendré par [Z(A),Ω1(A)]. La propriété universelle satisfaite par ΩZ(A) est la
suivante :
Proposition 1.4.3. Tout morphisme φ de A dans C0 = O(C), où (C, δ) est une algèbre
diérentielle graduée, tel que φ(z)δφ(x) = δφ(x)φ(z), pour tout x ∈ A et z ∈ Z(A),
admet une unique extension par un homomorphisme d'algèbre diérentielle graduée φ˜Z :
ΩZ(A)→ C.
Il est possible de onsidérer la atégorie AlgZ dont les objets sont les algèbres asso-
iatives et les èhes sont les morphismes d'algèbres φ : A→ B tel que φ(Z(A)) ⊂ Z(B).
Dans [DVM94, DV99℄, il est déni une notion de bimodule pour une atégorie d'algèbres
quelonque. D'après leur dénitions, les bimodules pour la atégorie AlgZ orrespondent
alors aux bimodules entraux. De même, nous pouvons dénir la atégorie des algèbres
diérentielles graduées entrales que l'on notera DiffZ en onsidérant les algèbres dié-
rentielles graduées C telles que Cn est un C0-bimodule entral. Les morphismes de ette
atégorie sont les morphismes d'algèbre diérentielle graduée qui sont également des mor-
phismes de bimodules entraux. On peut alors voir que ΩZ réalise un fonteur ontrava-
riant de AlgZ dans DiffZ et que e fonteur est l'adjoint à gauhe du fonteur d'oubli
allant de DiffZ dans AlgZ .
Bimodules diagonaux et Ω
Der
(A)
Lorsque l'algèbre A est ommutative, les modules de dimension nie sont des modules
projetifs et sont des sous-bimodules de modules libres sur A. On peut essayer de gar-
der ette notion de nitude dans le as général. Pour une algèbre A, on onsidère les
A-bimodulesM qui sont isomorphes à un sous-bimodule de AI , pour un ensemble I quel-
onque. On appelle es modules bimodules diagonaux. Nous pouvons introduire une notion
de dualité entre les bimodules diagonaux sur A et les modules sur son entre Z(A). En
eet, à tout A-bimodule M , on peut assoier le Z(A)-bimodule, M⋆A = HomAA(M,A),
l'ensemble des homomorphismes de bimodules de M dans A. Réiproquement, à tout
Z(A)-module N , on assoie le A-bimodule, N⋆A = HomZ(A)(N,A), l'ensemble des homo-
morphismes de Z(A)-modules de N dans A. On remarque que N⋆A est un A-bimodule
Setion 1.4  Calul diérentiel basé sur les dérivations 41
entral. Ainsi, ette relation de dualité peut être restreinte à une dualité entre les A-
bimodules entraux et les Z(A)-modules. Cette dualité généralise la dualité entre modules
à gauhe et modules à droite dans le as des algèbres ommutatives.
On peut dénir une appliation anonique :
c : M → M⋆A⋆A
m 7→ ωm :
(
HomAA(M,A)→ A : η 7→ η(m)
)
.
(1.75)
On a alors la proposition démontrée dans [DV99℄ :
Proposition 1.4.4. Soit M un A-bimodule. M est diagonal si et seulement si l'homo-
morphisme anonique c : M → M⋆A⋆A est injetif.
Ainsi, on voit que tout bimodule diagonal est entral et que le dual d'un Z(A)-module
est un A-bimodule diagonal. On a également les propriétés que tout sous-bimodule d'un
bimodule diagonal est diagonal et, que le résultat du produit ou du produit tensoriel sur
A de deux bimodules diagonaux est un bimodule diagonal.
Nous pouvons maintenant dénir un alul diérentiel du premier ordre Ω1diag(A) de la
même manière que nous l'avons fait ave les bimodules entraux. Ce alul diérentiel n'est
autre que l'image par l'appliation c (1.75) du bimodule Ω(A) et il satisfait la propriété
universelle suivante :
Proposition 1.4.5. Pour toute dérivation X : A→M , vers un A-bimodule M diagonal,
il existe une unique appliation iX : Ω
1
diag(A) → M , telle que le diagramme suivant soit
ommutatif :
A
X
##G
GG
GG
GG
GG
G
// Ω1diag(A)



M .
(1.76)
De même, on peut dénir une algèbre diérentielle graduée Ωdiag(A) qui est le quotient
de Ω(A) par l'idéal engendré par le noyau de l'appliation c. L'algèbre diérentielle graduée
Ωdiag(A) satisfait une propriété universelle analogue à elle satisfaite par ΩZ(A) :
Proposition 1.4.6. Tout morphisme φ de A dans C0 = O(C), où (C, δ) est une algèbre
diérentielle graduée, tel que φ induise une struture de A-bimodule diagonal sur C1,
admet une unique extension par un homomorphisme d'algèbres diérentielles graduées
φ˜diag : Ωdiag(A)→ C.
Remarque. Notons que du fait que les bimodules diagonaux ne soient pas des bimodules
d'une atégorie d'algèbres partiulière au sens de [DV99℄, nous n'avons pas d'interprétation
de Ωdiag en tant que fonteur ontravariant, ontrairement à Ω, Ωu et ΩZ .
Enn, nous pouvons voir le lien ave le alul diérentiel basé sur les dérivations. Tout
d'abord, notons qu'il y a une appliation naturelle de Ω1diag(A) vers ΩDer(A) qui en fait
un isomorphisme [DV99℄ :
Ω1diag(A) = Ω
1
Der
(A) .
(1.77)
Cela nous permet ainsi de donner une interprétation de Ω1
Der
(A) en tant que alul dié-
rentiel universel du premier ordre diagonal. Ensuite, Der(A) est naturellement un Z(A)-
module et est relié par la dualité préédente au alul diérentiel basé sur les dérivations
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de la manière suivante :
(Ω1
Der
(A))⋆A ≃ Der(A)
Der(A)⋆A ≃ Ω1
Der
(A)
. (1.78)
L'isomorphisme (Ω1
Der
(A))⋆A ≃ Der(A) est réalisé par l'opération de Cartan (voir se-
tion 1.4.3) X 7→ iX . Cette onstrution donne ainsi un statut satisfaisant à Ω1
Der
(A).
Cependant l'algèbre diérentielle graduée Ω
Der
(A) ne semble pas être aratérisée par une
propriété universelle. Pour l'instant ette algèbre diérentielle graduée n'a don pas de
statut partiulier. Néanmoins, nous pouvons essayer de omprendre e qu'elle apture
de l'algèbre et dans quelles situations elle peut être utilisée. Cela sera en partiulier le
alul diérentiel que nous étudierons dans la setion 2.2 an de aratériser un analogue
algébrique des brés prinipaux.
Nous avons vu qu'à toute algèbre assoiative, nous pouvions assoier l'algèbre de Lie
Der(A). Le alul diérentiel basé sur les dérivations utilise de manière essentielle ette
struture d'algèbre de Lie et mélange en quelque sorte, de manière minimale, la stru-
ture d'algèbre de Lie de Der(A) et la struture d'algèbre assoiative de A. Il y a des
algèbres pour lesquelles il peut ne pas être naturel d'utiliser e alul diérentiel omme
par exemple l'algèbre du plan de Manin engendrée par deux générateurs x et y satisfaisant
la relation xy = qyx, ave q un nombre omplexe. Dans et exemple, nous avons plutt
envie d'étudier, non pas des dérivations au sens usuel du terme, mais plutt une notion de
dérivation q-déformée, an de se rapproher de la situation ommutative. Cela sera géné-
ralement le as pour les algèbres obtenues par déformation d'algèbres ommutatives. Il est
don lair, que selon le type de non ommutativité introduite, il faudra utiliser des outils
diérents. Il n'existe malheureusement pas aujourd'hui de manière systématique d'étu-
dier une algèbre non ommutative. C'est un des buts de la géométrie non ommutative
d'essayer de larier es méthodes et d'en donner une vision plus homogène.
1.4.3 Opérations de Cartan
Nous allons dénir des opérations au sens de H. Cartan [Car51℄ sur le alul diérentiel
universel Ωu(A) ainsi que sur les aluls diérentiels Ω
Der
(A) et Ω
Der
(A).
Tout d'abord, nous pouvons rappeler les dénitions de base. Soit G une algèbre de Lie
et (Ω, d) une algèbre diérentielle graduée. On dit que l'on a une opération de G sur Ω si
il existe une appliation linéaire i qui à tout élément X ∈ G assoie une dérivation iX de
degré −1 et une appliation linéaire L qui à tout élément X ∈ G assoie une dérivation
LX de degré 0, tel que l'on ait
6
:
LX = [iX , d] [iX , iY ] = 0
[LX , LY ] = L[X,Y ] [LX , iY ] = i[X,Y ]
, (1.79)
pour tout X, Y ∈ G. Notons que l'on a pour onséquene de es relations et du fait que
d2 = 0 :
[LX , d] = 0 . (1.80)
Nous introduisons les terminologies suivantes :
 Nous appellerons élément horizontal, tout élément ω de Ω satisfaisant la relation
iX = 0, ∀X ∈ G.
6
Nous onsidérons ii des ommutateurs gradués.
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 Nous appellerons élément invariant, tout élément ω de Ω satisfaisant la relation
LX = 0, ∀X ∈ G.
 Nous appellerons élément basique, tout élément ω de Ω invariant et horizontal.
Cela nous permet de aratériser deux sous-algèbres diérentielles graduées de Ω on-
struites à partir d'une opération :
 L'ensemble des éléments invariants de Ω forme une sous-algèbre diérentielle graduée
de Ω que l'on note Ω
Inv
.
 L'ensemble des éléments basiques de Ω forme une sous-algèbre diérentielle graduée
de Ω que l'on note ΩBas.
Nous allons maintenant donner deux exemples d'opérations de Cartan de Der(A) sur
Ωu(A) et Ω
Der
(A).
Opérations sur Ωu(A)
Considérons l'algèbre de Lie Der(A). D'après la propriété universelle de Ω(A), toute
dérivation X ∈ Der(A) se relève en une unique appliation iX : Ω1(A) → A, telle que
iXd = X . Il est alors possible d'étendre ette appliation en une opération de Cartan de
Der(A) sur l'algèbre diérentielle graduée Ω(A). Nous avons la proposition suivante :
Proposition 1.4.7. Soit X ∈ Der(A). Alors l'homomorphisme de bimodule iX : Ω1 → A
se prolonge de manière unique en une dérivation graduée de degré −1 sur Ω(A).
Étant donnée que Ωn = Ω1(A) ⊗A · · · ⊗A Ω1(A), l'appliation iX se prolonge sur Ωn
de la manière suivante :
ix(a0da1 · · · dan) =
n∑
p=1
(−1)p+1a0da1 · · ·dap−1 ·X(ap) · dap+1 · · · dan . (1.81)
L'appliation linéaire LX est dénie par LX = iX ◦d+d◦ iX . On montre aisément que
les relations (1.79) sont satisfaites.
Remarque. L'appliation iX que nous venons de dénir peut servir [DV88℄ à assoier
une ltration F à Ω(A) en posant :
F pωn = {ω ∈ Ω(A)/iX1 · · · iXn−p+1ω = 0, Xi ∈ Der(A)} . (1.82)
Cette ltration permet de aratériser [Mas95℄ le quotient de Ω(A) vers Ω
Der
(A).
Remarque. On voit ainsi qu'à toute sous-algèbre de Lie G de Der(A), on peut assoier
une opération de Cartan de G sur Ω(A).
Opérations sur Ω
Der
(A)
Nous pouvons onstruire des appliations de Cartan iX et LX sur Ω
Der
(A), ainsi que
sur Ω
Der
(A), en prenant les images respetives par les appliations anoniques Ω(A) →
Ω
Der
(A) et Ω(A)→ Ω
Der
(A) des appliations7 iX et LX dénies sur Ω(A).
Cependant, es appliations peuvent être dénies plus diretement sur Ω
Der
(A) et
Ω
Der
(A) de la manière suivante :
7
An de simplier les notations, nous notons iX et LX les opérations de Cartan indiéremment sur
Ω
Der
(A), Ω
Der
(A) ou Ω(A).
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Denition 1.4.5. Pour toute dérivation X ∈ Der(A), on dénit l'appliation iX :
Ωn
Der
(A)→ Ωn−1
Der
(A), appelée produit intérieur par :
(iXω)(X1, · · · , Xn−1) = ω(X,X1, · · · , Xn−1) pour tout ω ∈ Ω
Der
(A). (1.83)
Le produit intérieur iX est bien une dérivation graduée de degré −1 et est l'image de
l'appliation iX dénie sur Ω(A). On dénit également la dérivation de degré 0, LX =
[iX , d], que nous appellerons dérivée de Lie par analogie ave e qui se passe en géométrie
diérentielle. On vérie à nouveau que iX et LX dénissent bien une opération de Cartan.
Remarque. On voit que Ω
Der
(A) est stable par l'ation de iX . Les opérations iX et LX
peuvent don se restreindre à Ω
Der
(A).
L'algèbre de Lie Der(A) admet un idéal naturel Int(A), qui est don une sous-algèbre
de Lie de Der(A). Nous avons don une opération naturelle de Int(A) sur Ω
Der
(A), e qui
nous permet d'introduire la notion suivante :
Denition 1.4.6. On dénit l'algèbre diérentielle graduée Ω
Out
(A) omme étant la sous-
algèbre diérentielle graduée de Ω
Der
(A) onstituée des éléments basiques de Ω
Der
(A) pour
l'opération de Int(A).
1.5 Conlusion
Il existe d'autres outils importants, tels que la K-théorie et les notions liées aux al-
gèbres d'opérateurs, pouvant servir en géométrie non ommutative pour aratériser des
algèbres. Seuls les outils abordés dans e hapitre nous seront utiles pour la suite. En
eet, le alul diérentiel basé sur les dérivations sera utilisé an de dérire un analogue
des théories de jauge en géométrie non ommutative. Nous verrons dans quelles mesures
e formalisme peut permettre de remplaer elui des brés prinipaux utilisé pour les
théories de jauge ordinaires.
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Le but de e hapitre est d'établir un adre ohérent pour pouvoir dénir des théories
de jauge en géométrie non ommutative. Habituellement, nous entendons par théorie de
jauge, la onstrution d'un bré prinipal au dessus d'une variété, ainsi que la onstrution
de brés assoiés. La théorie des onnexions (ordinaires) est essentielle pour omprendre
la géométrie de es strutures. Les onnexions orrespondent à e qu'on appelle les hamps
de jauge en physique et les setions de brés assoiés orrespondent eux aux hamps de
matière.
En géométrie non ommutative, nous devons remplaer la notion d'espae par la notion
d'algèbre. Ainsi, an de dénir une théorie de jauge en géométrie non ommutative, on doit
remplaer une variété diérentiable M (orrespondant à l'espae-temps en physique) par
son algèbre de fontions C∞(M). Nous savons que les brés vetoriels, qui sont des brés
assoiés à un bré prinipal au dessus de M , sont remplaés par les modules projetifs de
type ni.
Dans le as des algèbres ommutatives de la forme C∞(M), il est don légitime de
se demander quelle notion peut remplaer elle de bré prinipal. Nous allons voir qu'un
bon andidat est l'algèbre d'endomorphismes dénie à partir d'un bré vetoriel au dessus
de M . En plus de remplaer la notion de bré prinipal, ette algèbre aura l'avantage de
pouvoir également remplaer l'algèbre C∞(M). En eet, es deux algèbres sont équiva-
lentes de Morita et don l'ensemble des modules projetifs de type ni (p.d.t.f.) sur l'une
est équivalent à l'ensemble des modules projetifs de type ni sur l'autre. Du point de
vue de la physique, ei veut dire qu'un hamp physique (setions d'un bré vetoriel)
peut tout aussi bien être dérit par un élément d'un module p.d.t.f. sur C∞(M) que par
un élément d'un module p.d.t.f. sur une algèbre d'endomorphismes. Notons que l'algèbre
des endomorphismes d'un bré vetoriel est généralement non ommutative. Le fait de
dérire les hamps physiques dans e adre permet par exemple de mettre sur le même
pied d'égalité les hamps de jauge usuels et les hamps de Higgs en introduisant la notion
de onnexion non ommutative.
Nous allons don, dans un premier temps, nous attaher à donner une notion de
onnexion non ommutative, ou onnexion algébrique, généralisant la notion de onnexion
sur les brés (onnexions ordinaires). Dans un deuxième temps, nous donnerons la dé-
nition d'une algèbre d'endomorphismes et nous en ferons une étude détaillée. A la n de
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e hapitre, nous aurons établi un adre ohérent pour pouvoir onstruire une théorie de
jauge à partir d'une algèbre d'endomorphismes et des exemples de onstrutions possibles
seront donnés dans le hapitre 4.
2.1 Connexions
Nous allons voir diérentes approhes qui permettent de généraliser la notion de
onnexion sur les brés vetoriels en géométrie et donnent une notion de onnexion sur
des modules. Nous donnerons une première dénition pour des modules simples (à gauhe
ou à droite), puis donnerons deux approhes possibles des onnexions sur les bimodules.
Denition 2.1.1. Soit A une algèbre assoiative ave unité, Ω un alul diérentiel sur
ette algèbre (Ω ii n'est pas néessairement le alul diérentiel universel) et M un A-
module. Alors, une Ω-onnexion sur M est1 une appliation linéaire ∇ : M → Ω1 ⊗A M
telle que l'on ait
∇(am) = a∇(m) + d(a)⊗A m ∀a ∈ A,m ∈M . (2.1)
Du fait que Ω1 soit un A-bimodule, l'espae vetoriel Ω1 ⊗A M est naturellement équipé
d'une struture de A-module. Nous pouvons ainsi étendre la dénition de ∇ au omplexe
Ω⊗A M en posant :
∇(ω ⊗A m) = ω · ∇(m) + dω ⊗A m ∀ω ∈ Ω, m ∈M . (2.2)
Cette dernière dénition nous permet de onsidérer l'appliation linéaire ∇2 = ∇ ◦∇
qui est un endomorphisme de Ω⊗A M dont la restrition ∇2 : M → Ω2 ⊗A M est un ho-
momorphisme de A-modules. Cet homomorphisme est appelé la ourbure de la onnexion
∇. Une onnexion pour laquelle la ourbure est nulle, i.e. ∇2 = 0 est appelée onnexion
plate. De même, la diérene de deux onnexions ∇1, ∇2 dénit un homomorphisme de
A-modules : ∇1 − ∇2 : M → Ω1 ⊗A M , e qui donne à l'espae des onnexions sur un
module M , une struture d'espae ane modelée sur Hom(M,Ω1 ⊗A M).
Notons qu'un A-module M n'admet pas néessairement une onnexion. Cependant,
pour ertaines atégories de modules, nous pouvons montrer l'existene d'au moins une
onnexion.
Nous pouvons par exemple onsidérer le as des modules libres. Tout module libre
peut se mettre sous-la forme A ⊗ E, où E est un espae vetoriel. Il existe alors une
onnexion plate anonique qui est ∇ = d⊗ IE .
De même, pour un module projetif M , déni par un projeteur P : A⊗E → M , on
peut dénir une onnexion anonique ∇ = P (d⊗ IE). Ainsi, tout module projetif admet
au moins une Ω-onnexion. Dans la situation où Ω est le alul diérentiel universel
Ωu(A), la réiproque est vraie (.f. [CQ95℄) : un A-module admet une Ωu(A)-onnexion
si et seulement si 'est un module projetif.
Modules à droite
De manière analogue, nous pouvons dénir la notion de onnexion pour les modules à
droite. Si N est un A-module à droite, une Ω-onnexion sur N est une appliation linéaire
∇ : N → N ⊗A Ω1 telle que ∇(na) = ∇(n)a+ n⊗A d(a) pour tout n ∈ N et a ∈ A.
1
ou simplement onnexion sur M si il ne peut y avoir de onfusion
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Connexion duale
Lorsque l'on a une onnexion ∇ sur un module M , il est possible de lui assoier une
onnexion ∇∗ sur son dual2 M∗ en posant :
〈m,∇∗(n)〉 = d(〈m,n〉)− 〈∇(m), n〉 ∀m ∈M,n ∈ M∗. (2.3)
Connexion hermitienne
Lorsque l'on a un module M hermitien, 'est-à-dire un module M sur ∗-algèbre A
doté d'une struture hermitienne h : M ×M → A, une onnexion ∇ est dite hermitienne
lorsque l'on a :
d(h(m,n)) = h(∇m,n) + h(m,∇n) ∀m,n ∈M. (2.4)
Transformations de jauge
De même, nous pouvons introduire une notion similaire à elle de groupe de trans-
formation de jauge sur les brés vetoriels. Soit M un A-module à droite. Le groupe
Aut(M) de tous les automorphismes de M agit sur l'espae ane des onnexions sur M
de la manière suivante :
∇ → ∇U = U−1 ◦ ∇ ◦ U , (2.5)
où U ∈ Aut(M) (on a naturellement Aut(M) ⊂ Aut(M ⊗A Ω)).
Si A est une ∗-algèbre et M un module ave struture hermitienne h, alors le sous-
groupe de Aut(M) onstitué des éléments U qui préservent h, 'est-à-dire, tel que
h(Um,Un) = h(m,n) ∀m,n ∈ M
sera appelé le groupe de jauge. On le notera Aut(M,h) et ses éléments seront appelés
transformations de jauge de M .
2.1.1 Connexions sur un bimodule
Nous avons vu préédemment que la notion de bimodule est déjà présente dans la
dénition de onnexion sur un module simple. De plus, la question de dénir la notion de
onnexion sur un bimodule se pose dès que l'on travaille ave une algèbre ave involution
et que l'on veut étudier des notions de réalité sur les modules. Il est don naturel d'essayer
d'étendre ette notion aux bimodules.
Pour un bimodule, il est déliat d'appliquer la dénition de onnexion que nous avons
donnée préédemment ar nous devons pour ela oublier la struture de bimodule et onsi-
dérer un bimoduleM omme un module simple, à gauhe ou à droite. Cette démarhe n'est
pas très satisfaisante et il est alors souhaitable d'avoir une notion de onnexion se servant
de la struture de bimodule. De manière plus préise, nous voudrions qu'une onnexion
sur un bimodule soit une appliation linéaire entre bimodules. C'est, par exemple, ab-
solument néessaire pour disuter de la notion de onnexion linéaire où le bimodule en
question est un alul diérentiel.
Une notion de onnexion a été proposée dans [Mou95, DVM96b℄ et est la suivante :
2
Le dual d'un A-module à gauhe M est l'ensemble des homomorphismes de A-modules à gauhe de
M dans A.
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Denition 2.1.2. Soit M un A-bimodule. Une Ω-onnexion à gauhe du A-bimoduleM
est une Ω-onnexion ∇ du moduleM onsidéré omme A-module à gauhe tel qu'il existe
un homomorphisme de bimodule σ : M ⊗A Ω1 → Ω1 ⊗A M tel que :
∇(ma) = ∇(m)a + σ(m⊗A da) ∀a ∈ A,m ∈M . (2.6)
Nous pouvons également donner une dénition similaire de onnexion à droite sur un
bimodule.
Ave ette dénition, il est possible de dénir (voir [Mou95℄) une notion de produit
tensoriel sur des onnexions, ainsi que les notions de onnexion duale et onnexion her-
mitienne, omme nous l'avons fait pour les onnexions sur des modules simples.
Connexion et opérateurs diérentiels
Il est également possible de voir (.f. [DVM96b℄) les onnexions sur les bimodules en
terme d'opérateurs diérentiels du premier ordre dans les bimodules. Cette approhe est
plus prohe de e que nous allons voir par la suite. Pour plus de préisions, nous renvoyons
le leteur intéressé sur et artile.
Nous allons maintenant voir une autre notion de onnexion qui part d'un autre point
de vue sur les onnexions dans le adre des brés vetoriels sur une variété et qui sera
basée sur les dérivations.
2.1.2 Connexions basées sur les dérivations
Nous allons maintenant voir une notion de onnexion qui fut proposée dans [DVM96℄.
En géométrie ordinaire, une onnexion peut être vue omme une appliation qui relève un
hamp de veteur sur la variété de base d'un bré vetoriel en un hamp de veteur sur
le bré. On appelle souvent ela transport parallèle. Il est ainsi naturel de onsidérer la
dénition suivante pour une onnexion algébrique :
Denition 2.1.3. Soit A une algèbre et M un A-bimodule. Une onnexion est une appli-
ation∇ qui à toute dérivationX ∈ Der(A) sur A assoie une dérivation∇X ∈ Der(A,M)
sur M .
Cette dénition a l'avantage de pouvoir s'appliquer à toutes les atégories de modules
(il sut de onsidérer un module à gauhe omme un bimodule ave une struture de
module à droite triviale). Nous avons vu préédemment que Der(A) est un Z(A)-module et
est intimement lié à la notion de bimodule entral. D'autre part, dans la situation lassique
(géométrique), une onnexion est une appliation linéaire par rapport à la multipliation
par une fontion sur la base. Il est don naturel de se restreindre aux A-bimodules entraux
et de onsidérer plutt la dénition suivante :
Denition 2.1.4. Soit M un A-bimodule entral. Une Ω
Der
(A)-onnexion sur M est une
appliation linéaire :
∇ : Der(A)→ EndA(M) (2.7)
telle que
∇zX(m) = z∇X(m) (2.8)
∇X(amb) = a∇X(m)b+X(a)mb+ amX(b) , (2.9)
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pour tout m ∈M , tout X ∈ Der(A), tout z ∈ Z(A) et tous a, b ∈ A.
Lorsque A a une involution, nous pouvons dénir une notion de réalité de la manière
suivante :
Denition 2.1.5. Soit A une algèbre involutive et M un A-bimodule entral ave invo-
lution, alors une Ω
Der
(A)-onnexion sur M est dite réelle si l'on a :
∇X(m∗) = (∇X(m))∗ ∀m ∈M,X ∈ DerR(A) , (2.10)
où DerR(A) := {X ∈ Der(A)/(X(a))∗ = X(a∗), ∀a ∈ A}.
Denition 2.1.6. La ourbure d'une onnexion ∇ est un homomorphisme de Z(A)-
modules, dénie par l'appliation linéaire antisymétrique :
Der(A)× Der(A)→ HomAA(M)
(X, Y ) 7→ RX,Y = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ] .
(2.11)
La ourbure vérie don les propriétés suivantes :
RzX,Y (m) = zRX,Y (m)
RX,Y (amb) = aRX,Y (m)b
, (2.12)
pour tout m ∈ M , tous X, Y ∈ Der(A), tout z ∈ Z(A) et tous a, b ∈ A. De e fait, R est
un élément de HomZ(A)(
∧2
Z(A)Der(A),Hom
A
A(M)). D'autre part, R satisfait de manière
anonique les identités suivantes :
[∇X , RY,Z ] + [∇Y , RZ,X ] + [∇Z , RX,Y ] = R[X,Y ],Z + [∇Y , RZ,X] + [∇Z , RX,Y ] , (2.13)
pour tous X, Y, Z ∈ Der(A) et sont appelées identités de Bianhi.
Un A-bimodule entral M n'admet pas néessairement de onnexions, mais dans le
as où il en existe au moins une, on remarquera que l'espae des onnexions sur M est un
espae ane modelé sur HomZ(A)(Der(A),Hom
A
A(M,M)).
Remarque. Cette notion de onnexion peut être reliée à la notion de onnexion, plus
générale, sur un bimodule qui a été donné dans la setion préédente. Il faut pour ela
introduire la famille de Z(A)-modules :
Ωn
Der
(A,M) = HomZ(A)(
n∧
Z(A)
Der(A),M) . (2.14)
Une onnexion ∇ peut alors être vue omme appliation linéaire de ∇ : M → Ω1
Der
(A,M)
qui satisfait :
∇(amb) = da⊗A mb+ a∇(m)b+ am⊗A db ∀a, b ∈ A, ∀m ∈M , (2.15)
où les isomorphismes anoniques de bimodules entre Ω1
Der
(A)⊗AM , Ω1
Der
(A,M) et M ⊗A
Ω1
Der
(A) ont été utilisés. Cette approhe peut se révéler assez rihe et permet notamment
dans le as des onnexions linéaires (quand le bimodule est Ω
Der
(A)) d'introduire une
notion de torsion analogue à elle introduite dans la situation géométrique. Ce point de
vue est largement développé dans [DVM96℄.
Notons que pour une algèbre donnée et un bimodule M sur ette algèbre, il n'existe
pas toujours de onnexions sur M . Il est également possible de renontrer la situation
inverse, 'est-à-dire qu'il existe toujours au moins une onnexion, ette onnexion étant
parfois anonique. Nous pouvons voir quelques exemples.
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Le as ommutatif
Dans le as où A est l'algèbre C∞(M) des fontions indéniment dérivables sur une
variété M para-ompate, de dimension nie, (Ω
Der
(A), d) est simplement le omplexe
(Ω(M), d) de de Rham et Der(C∞(M)) = Γ(TM) est l'algèbre de Lie des hamps de
veteurs surM . Si l'on onsidère le module Γ(E) des setions C∞ d'un bré vetoriel E au
dessus de M , une onnexion sur Γ(E) est alors une onnexion au sens usuel (géométrique)
du terme.
Le as où Out(A) = 0
Considérons maintenant une algèbre A non ommutative pour laquelle l'algèbre de
Lie des dérivations extérieures est nulle,i.e. Out(A) = 0. Une telle algèbre n'a, par déni-
tion, que des dérivations intérieures, i.e. Der(A) ≃ Int(A). On peut alors onstruire une
onnexion anonique ∇˜ : M → Ω1
Der
(A,M), dénie par :
∇˜adx(m) = adx(m) , (2.16)
pour tout x ∈ A et tout m ∈M . Cette onnexion a une ourbure nulle.
La onnexion anonique peut être prise omme onnexion de référene, puisque toute
onnexion ∇ sur M peut s'érire sous la forme :
∇ = ∇˜+ Γ où Γ ∈ HomZ(A)(Int(A),HomAA(M,M)) .
Le as où le entre est trivial
Dans le as où le entre de l'algèbre est trivial, i.e. Z(A) = k · 1l, alors la dérivée de
Lie
X 7→ LX = iXd+ diX (2.17)
dénit une onnexion sur les bimodules Ωn
Der
(A) et Ωn
Der
(A). Ces onnexions ont toutes
une ourbure nulle ar la dérivée de Lie est un homomorphisme d'algèbres de Lie.
2.2 L'algèbre des endomorphismes
2.2.1 Motivations
L'étude des algèbres d'endomorphismes a été motivée par les travaux eetués dans
[DVMK89a, DVMK89b, DVKM90b, DVKM90a℄ pour des algèbres de matries et de fon-
tions à valeurs matriielles. Ces algèbres sont en fait des as partiuliers d'algèbres d'en-
domorphismes.
Comme nous allons le voir, les algèbres d'endomorphismes, munies d'un alul dif-
férentiel spéique, peuvent se substituer aux brés prinipaux utilisés habituellement
pour dérire les hamps de jauge en physique. Elles auront l'avantage d'inlure dans la
notion de onnexion non seulement les hamps de Yang-Mills, mais aussi, des hamps
salaires jouant des rles similaires aux hamps de Higgs du modèle standard. Il avait
en fait déjà été remarqué que l'on pouvait retrouver de tels hamps salaires en faisant
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des rédutions dimensionnelles de brés sur des variétés ayant des symétries partiu-
lières [FM80, HK84, FKSZ87℄. L'avantage d'une approhe algébrique à partir d'algèbres
d'endomorphismes par rapport aux approhes basées sur des brés prinipaux, ou des
tehniques de rédutions dimensionnelles, est que nous gommons tout l'aspet ontinu
sur les bres qui n'est à priori pas néessaire pour dérire la physique. De ette manière,
nous avons une desription plus minimale des hamps physiques que sont les hamps de
Yang-Mills et les hamps de Higgs.
Néanmoins, pour les algèbres d'endomorphismes, les hamps salaires obtenus ne sont
pas exatement eux du modèle standard et sont en fait plus nombreux. Notons qu'il est
tout de même possible, en onsidérant des algèbres légèrement diérentes et un alul dif-
férentiel non ommutatif également diérent, d'avoir une desription exate du Lagrangien
lassique du modèle standard [Con90a, CL91, Coq90℄.
Ces types de modèles sont don à voir, pour l'instant, omme des modèles jouets nous
donnant un nouveau regard sur les théories de jauge. Ce regard diérent nous permettra
peut-être de surmonter un jour les diverses diultés que l'on renontre atuellement pour
omprendre omplètement les théories quantiques des hamps de es modèles ou enore
pour trouver un modèle géométrio-algébrique permettant d'unier les théories de jauge
à la gravitation (qui est aussi une théorie de jauge, mais traitée diéremment des autres).
Notons également que les algèbres d'endomorphismes sont des as partiuliers d'al-
gèbres onstruites à partir de brés en algèbres (n'étant pas néessairement des brés
d'endomorphismes). Ces algèbres sont intéressantes à étudier du point de vue de la K-
théorie et peuvent être lassées par e que l'on appelle les lasses de Dixmier-Douady qui
orrespondent à des invariants topologiques de variétés. Les algèbres d'endomorphismes
étant Morita équivalentes à des algèbres de fontions ordinaires, la lasse de Dixmier-
Douady est nulle dans e as. Ces invariants possèdent une interprétation en théorie des
ordes et orrespondent aux harges des D-branes. . .
Les matries
Une des algèbres d'endomorphismes la plus simple que l'on puisse onsidérer est l'al-
gèbre des endomorphismes d'un espae vetoriel Cn, 'est-à-dire l'algèbre Mn(C) des ma-
tries omplexes de taille n × n. Cette algèbre n'a que des dérivations intérieures et
l'algèbre de Lie Der(Mn) = Int(Mn) peut être identiée à l'algèbre de Lie sln := sl(n,C).
On montre que l'on a :
Ω
Der
(Mn) ≃Mn ⊗
∧
sl∗n , (2.18)
où sl∗n est le dual de sln. On note d
′
la diérentielle sur e omplexe.
Dans ette situation, il existe une 1-forme partiulière que l'on note θ, dénie par :
iθ : Der(Mn) −→ sln ⊂Mn (2.19)
adγ 7−→ γ − 1
n
Tr(γ)1l , (2.20)
pour tout γ ∈Mn. Cette 1-forme satisfait la relation :
d′(−iθ) + (iθ)2 = 0
et pour tout γ ∈Mn = Ω0
Der
(Mn), on a d
′γ = [iθ, γ].
Cette 1-forme θ peut aussi être vue omme la 1-forme anonique permettant d'identier
expliitement les algèbres de Lie Der(Mn) et sln.
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L'algèbre des fontions à valeurs matriielles
On peut maintenant ompliquer légèrement l'exemple préédent en onsidérant l'al-
gèbre des fontions sur une variété M à valeurs matriielles A = C∞(M) ⊗Mn. Comme
nous le verrons dans la setion suivante, 'est l'algèbre des endomorphismes d'un bré
vetoriel trivial au dessus de M , de bre Cn. Le alul basé sur les dérivations pour ette
algèbre a été étudié dans [DVKM90a℄. Le entre de l'algèbre A est exatement C∞(M) et
l'algèbre de Lie des dérivations Der(A) se déompose anoniquement en tant que module
sur l'algèbre C∞(M) de la manière suivante :
Der(A) = [Der(C∞(M))⊗ 1l]⊕ [C∞(M)⊗ Der(Mn)] . (2.21)
Cela implique la déomposition anonique du omplexe de formes :
Ω
Der
(A) = Ω(M)⊗ Ω
Der
(Mn) .
La diérentielle dˆ sur Ω
Der
(A) est alors la somme dˆ = d+d′ où d et d′ sont les diérentielles
qui ont été dénies dans les deux exemples préédents. La 1-forme θ est bien dénie dans
Ω1
Der
(A) si on l'étend sur Der(A) par l'appliation nulle sur les éléments de Γ(TM).
On peut déjà à e niveau dénir la notion de onnexion et voir apparaître les hamps de
Yang-Mills et des hamps salaires. Cei a été fait dans ette situation dans [DVMK89a,
DVMK89b, DVKM90a℄.
Ces modèles sont développés dans le hapitre 4.
2.2.2 L'algèbre des endomorphismes d'un bré vetoriel
Nous allons étudier dans ette setion une algèbre partiulière qui est l'algèbre des
setions du bré des endomorphismes d'un bré vetoriel omplexe de bre Cn. Nous allons
voir que ette algèbre possède beauoup de similarités ave la notion de bré prinipal et
qu'elle ontient, en un ertain sens, la notion de onnexion sur un bré prinipal et qu'elle
en donne une généralisation naturelle. Cela nous permettra de mettre en rapport la notion
de onnexion non ommutative ave les hamps de Yang-Mills-Higgs en physique.
Denition 2.2.1. Soit E un bré vetoriel de bre Cn assoié à un bré prinipal E de
groupe de struture SU(n). Nous supposerons que la variété de base M est une variété
diérentiable de lasse C∞, de dimension nie et para-ompate. On note End(E) le bré
des endomorphismes de E . C'est également un bré assoié à E. Ses setions sont à valeurs
dans l'algèbre des matries de taille n par n. Ainsi, l'ensemble de es setions forme une
algèbre que l'on notera A. Cette algèbre a une struture hermitienne naturelle, héritée de
elle sur les matries. On assoie à ette struture hermitienne une involution que l'on
notera a 7→ a∗, ∀a ∈ A.
On peut voir [DVM98℄ que les deux aluls diérentiels Ω
Der
(A) et Ω
Der
(A) oïnident.
Nous noterons dˆ la diérentielle sur Ω
Der
(A) = Ω
Der
(A).
Remarque. Nous avons vu dans la setion 1.4.3 que la sous-algèbre de Lie Int(A) opère
au sens de H. Cartan sur Ω
Der
(A). Ainsi, les formes horizontales pour ette opération sont
exatement les formes diérentielles sur M à valeurs dans End(E), 'est-à-dire les formes
tensorielles à valeurs dans End(E), et les formes basiques sont les formes diérentielles
ordinaires sur M . Dans e qui suit, la notion d'horizontalité fera toujours référene à ette
opération.
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Le entre de l'algèbre
Le entre de l'algèbre A, Z(A) est exatement l'algèbre de fontions C∞(M) et on
identie f ∈ C∞(M) ave f1l ∈ A. Nous pouvons dénir des appliations naturelles sur
A :
Tr :A→ C∞(M) et det :A→ C∞(M)
qui orrespondent aux appliations trae et déterminant sur les bres de End(E).
On a également une appliation naturelle :
ρ : Der(A)→ Der(C∞(M)) = Γ(TM) (2.22)
qui n'est autre que l'appliation quotient, s'insrivant dans la suite exate ourte d'algèbres
de Lie et de modules sur l'algèbre C∞(M) :
0 //Int(A) //Der(A)
ρ //
Out(A) ≃ Γ(TM) //0 . (2.23)
Cette suite exate ourte généralise la déomposition que l'on a dans la situation
triviale (2.21). Dans le as où le bré n'est pas trivial, ette suite ne peut pas être sindée
anoniquement et pourra être sindée grâe à une onnexion ordinaire.
Connexions ordinaires
À toute dérivation X ∈ Der(A), on peut assoier un hamp de veteurs ρ(X ) = X ∈
Γ(TM) sur la base M . D'autre part, la 1-forme iθ dénie préédemment est bien dénie
ii sur les dérivations intérieures Int(A) par la relation :
iθ(adγ) = γ − 1
n
Tr(γ)1l ,
pour tout γ ∈ A.
Remarque. An de simplier les notations, nous onsidérerons que pour toute dérivation
intérieure sous la forme adγ , l'élément γ est sans trae. Ainsi, une dérivation intérieure
peut être onsidérée omme une setion sans trae du bré des endomorphismes de E .
Nous noterons A0 l'ensemble des éléments sans trae de A.
Nous pouvons naturellement assoier à une onnexion ∇E une onnexion ∇ sur End E
dénie en prenant le produit tensoriel de la onnexion ∇E sur E ave la onnexion ∇E∗
sur E∗, le bré vetoriel dual3 de E . Nous pouvons alors assoier à ∇E une 1-forme non
ommutative α ∈ Ω1
Der
(A) dénie par la relation :
α(X ) = −iθ(X −∇X), où X = ρ(X ) . (2.25)
La 1-forme α prend ses valeurs dans A0 et peut don être onsidérée omme une
extension à toutes les dérivations de la 1-forme −iθ. Elle satisfait à la relation suivante :
α(adγ) = −γ ∀γ ∈ A0 . (2.26)
3∇E∗ est dénie par la relation :
X〈ǫ, e〉 = 〈∇E∗X ǫ, e〉+ 〈ǫ,∇EXe〉 (2.24)
pour toutes les setions ǫ de E∗ et e de E .
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On voit déjà sur et aspet que l'algèbre A joue un rle similaire au bré prinipal.
En eet, l'appliation anonique ∇E 7→ α est un isomorphisme d'espaes anes entre
l'espae ane des onnexions SU(n) sur le bré E et l'espae ane des 1-formes non
ommutatives sans trae et antihermitienne sur A satisfaisant α(adγ) = −γ. Ainsi, les
onnexions ordinaires peuvent être dérites par des 1-formes non ommutatives.
Déomposition des dérivations
Grâe à une onnexion ∇E sur E et à la 1-forme non ommutative qui lui est assoiée,
toute dérivation X ∈ Der(A) peut se déomposer de la manière suivante :
X = ∇ρ(X ) − adα(X ) . (2.27)
Cette déomposition n'est pas anonique et n'est dénie que par le hoix d'une onnexion
sur E et par l'appliation C∞(M)-linéaire :
Γ(TM)→ Der(A)
X 7→ ∇X
. (2.28)
On voit ainsi qu'une onnexion ∇E sur E permet de sinder la suite exate ourte (2.23) de
modules sur l'algèbre C∞(M) et nous permet de déomposer toute dérivation X ∈ Der(A)
en une dérivation horizontale ∇ρ(X ) et une dérivation vertiale (intérieure) − adα(X ).
Ce point sera développé un peu plus loin où nous verrons qu'une telle onnexion permet
également de sinder d'autres suites exates ourtes étant en rapport ave le bré prinipal
E. Nous verrons également dans le hapitre 4.2 la suite exate ourte duale de (2.23).
Remarque. Notons que ette situation est similaire à la situation lassique (ommuta-
tive) dans laquelle on peut interpréter une onnexion omme une appliation linéaire qui
à un hamp de veteur sur M assoie un hamp de veteur sur un bré prinipal. Nous
verrons d'ailleurs à la n de e hapitre omment onstruire les lasses aratéristiques
usuelles à partir de e type de déompositions.
Diérentielle ovariante
Tout omme dans la théorie des brés prinipaux, nous pouvons introduire le onept
de dérivée ovariante sur les formes non ommutatives.
Denition 2.2.2. Soit ω ∈ Ωp
Der
(A) et X1, . . . ,Xp+1 ∈ Der(A). La diérentielle ovariante
de ω est dénie par :
D : Ωp
Der
(A) −→ (Ωp+1
Der
(A))|Hor (2.29)
ω 7−→ Dω(X1, . . . ,Xp) = dˆω(∇ρ(X1), . . . ,∇ρ(Xp+1)) , (2.30)
où (Ωp+1
Der
(A))|Hor est le sous-espae horizontal vis-à-vis de l'ation de Int(A).
Courbure
De même qu'une onnexion ∇E peut être représentée par une 1-forme α ∈ Ω1
Der
(A),
la forme de ourbure RE de la onnexion ∇E peut être représentée par une 2-forme non
ommutative. En eet, un petit alul montre que l'on a la relation suivante :
RE(ρ(X ), ρ(Y)) = dˆα(X ,Y) + [α(X ), α(Y)] = Dα(X ,Y) ∀X ,Y ∈ Der(A),
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Ainsi, RE est représentée par la 2-forme non ommutative Dα = dˆα+ α2 = ρ∗RE qui est
un élément horizontal de Ω2
Der
(A). Elle peut également s'exprimer de la manière suivante :
RE(X, Y ) = Dα(∇X ,∇Y ) = −α([(∇X ,∇Y ]) ∀X, Y ∈ Γ(TM),
Cette relation nous permet d'interpréter la ourbure assoiée à une onnexion ordinaire
omme étant l'obstrution à e que le sous-espae des dérivations horizontales forme une
algèbre de Lie.
On voit ainsi que la 1-forme α vient se substituer à la 1-forme de onnexion sur le bré
prinipal E et joue un rle tout à fait analogue. Nous verrons plus loin que la 1-forme α
dénit en fait une onnexion algébrique sur le module A et que la 2-forme dˆα+ α2 est la
ourbure de ette onnexion.
Transformations de jauge ordinaires
L'algèbre de Lie des dérivations réelles sur A agit naturellement sur l'espae des on-
nexions SU(n) par la dérivée de Lie dénie sur Ω
Der
(A). Si l'on restreint ette ation aux
dérivations intérieures, la dérivée de Lie orrespond alors aux transformations de jauge
innitésimales sur les onnexions ordinaires. Ainsi, on a :
Ladξα = −dˆξ − [α, ξ] = −Dξ ,
pour tout ξ ∈ A, ave Tr ξ = 0 et ξ∗ + ξ = 0 (adξ est alors une dérivation intérieure
réelle). Les éléments ξ sont exatement les éléments de l'algèbre de Lie du groupe des
transformations de jauge de E .
2.2.3 Relations entre Ω
Der
(A) et les formes sur un bré prinipal
Nous allons voir que le alul diérentiel Ω
Der
(A) est intimement relié au alul dié-
rentiel Ω(E) des formes de de Rham sur le bré prinipal E. Cette analyse nous permettra
de mieux omprendre le rapport entre l'algèbre A et le bré prinipal. D'autre part, e
point de vue nous sera utile omme outil de alul et nous servira dans l'étude des on-
nexions symétriques au hapitre suivant. Nous allons voir que l'algèbre A peut être vue
omme la sous-algèbre basique d'une algèbre plus grosse ayant une struture partiuliè-
rement simple.
Nous rappelons que E est un bré prinipal de groupe de struture SU(n) auquel est
assoié le bré vetoriel E . Nous noterons C∞(E) l'algèbre des fontions sur E.
L'algèbre B
Nous pouvons onsidérer l'algèbre B = C∞(E) ⊗Mn des fontions sur E à valeurs
matriielles. Nous notons alors (Ω
Der
(B), dˆ) = (Ω(E)⊗Ω
Der
(Mn), d+d
′) son alul dié-
rentiel basé sur les dérivations.
Nous avons une appliation naturelle ξ 7→ ξE qui assoie à tout élément ξ ∈ su(n) un
hamp de veteur vertial sur E. Il est alors faile de voir que l'ensemble {ξE +adξ / ξ ∈
su(n)} est une sous-algèbre de Lie de Der(B) qui est isomorphe à su(n). Cette algèbre de
Lie dénit une opération de Cartan (f formule (2.2.3)) de su(n) sur Ω
Der
(B) dont la sous-
algèbre basique sera notée Ω
Der,Bas(B). On montre [Mas99℄ alors que le alul diérentiel
Ω
Der
(A) est isomorphe à la sous-algèbre diérentielle graduée Ω
Der,Bas(B).
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Nous allons ainsi pouvoir relier la 1-forme α assoiée à une onnexion sur E à la
1-forme de onnexion sur le bré prinipal. En eet, une onnexion SU(n) sur E est
donnée par une 1-forme ωE sur E à valeurs dans su(n) ⊂ Mn. Cette onnexion permet
de dénir une onnexion ∇ sur E qui dénit à son tour une 1-forme α ∈ Ω1
Der
(A). D'après
le résultat préédent, ette 1-forme vient d'une 1-forme αE ∈ Ω
Der,Bas(B), qui n'est autre
que αE = ωE−iθ, où θ ∈ Ω1
Der
(Mn) est la 1-forme anonique dénie dans la formule (2.20).
La basiité de ette 1-forme est une onséquene des propriétés sur ωE et iθ et en
partiulier l'équivariane de ωE .
Liens entre les dérivations
Au niveau des dérivations, le lien entre l'algèbre A et l'algèbre B peut être résumé
dans le diagramme ommutatif suivant :
0

0

0

// Z
Der
(A)

// Γ(TV E)

// 0
0 // Int(A)

// N
Der
(A)
τ

ρE // ΓM(E)
π∗

// 0
0 // Int(A)

//
Der(A)

ρ
// Γ(TM)

// 0
0 0 0
(2.31)
Ce diagramme ombine les dérivations sur A, les dérivations sur B et les hamps de
veteurs sur E :
 La rangée du bas est juste la suite exate ourte ordinaire reliant les hamps de
veteurs sur M , les dérivations générales et les dérivations intérieures sur A.
 Dans la olonne du milieu, N
Der
(A) ⊂ Der(B) est le sous-ensemble des dérivations
de B qui préservent la sous-algèbre basique A ⊂ B et Z
Der
(A) ⊂ Der(B) est le
sous-ensemble des dérivations sur B qui s'annulent sur A. Ces deux algèbres de Lie
ont été dénies de manière plus générale dans [Mas96℄. Cette suite exate ourte est
utilisée dans [Mas99℄ pour montrer que A est une sous-variété non ommutative
quotient de l'algèbre B. L'algèbre de Lie Z
Der
(A) est générée en tant que C∞(E)-
module par les éléments partiuliers ξE + adξ pour tout ξ ∈ su(n).
 La olonne de droite ne fait intervenir que des objets géométriques. L'espae ΓM(E)
est déni omme étant :
ΓM(E) = {Xˆ ∈ Γ(E)/π∗Xˆ(p) = π∗Xˆ(p′) ∀p, p′ ∈ E tel que π(p) = π(p′)} . (2.32)
C'est l'algèbre de Lie onstituée des hamps de veteurs sur E qui peuvent être
envoyés sur des hamps de veteurs sur M en utilisant l'appliation tangente π∗ :
TpE → Tπ(p)M . On peut également voir ette algèbre de Lie omme l'algèbre de Lie
des automorphismes innitésimaux du bré prinipal E ou enore omme les hamps
de veteurs sur E invariant sous l'ation du groupe de struture de E, SU(n).
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Dans e qui suit pour tout η = f ⊗ ξ ∈ C∞(E) ⊗ su(n), nous noterons ηE ∈ Γ(TV E)
le hamp de veteurs f · ξE sur E. En utilisant es notations, tout élément dans Z
Der
(A)
peut être mis sous la forme ηE + adη, où η ∈ C∞(E) ⊗ su(n). Ainsi, l'appliation qui
envoie tout élément ηE ∈ Γ(TV E) sur ηE + adη ∈ ZDer(A) est un isomorphisme.
Remarque. Le diagramme (2.31) a des similarités ave le diagramme présenté en page
12 de [DVM98℄ qui implique des strutures d'algébroïdes de Lie.
Rle d'une onnexion ordinaire
Une onnexion ωE sur E permet de sinder trois suites exates ourtes dans le dia-
gramme (2.31) et e de manière ompatible. Tout d'abord, ette onnexion peut être
utilisée pour relever un hamp de veteurs X sur M en un hamp de veteurs horizontal
Xh sur E. Cela nous permet de sinder la suite exate ourte suivante :
0 //Γ(TV E) //ΓM(E) //Γ(TM) //0 (2.33)
en tant que suite exate ourte de C∞(M)-modules.
Il a été montré dans [DVM98℄ et rappelé dans la setion 2.2.2, que la onnexion ωE
permet de sinder la suite exate ourte (2.23) de C∞(M)-modules en utilisant l'appli-
ation X 7→ ∇X . Maintenant, en utilisant les notations introduites préédemment, nous
pouvons sinder la suite exate ourte orrespondant à la olonne du milieu en utilisant
l'appliation X 7→ XE = ρ(X )h−adα(X )E , où α(X )E est l'élément basique dans B assoié
à α(X ) ∈ A (notons que α(X )E = αE(XE)).
Ainsi, nous pouvons déomposer tout élément deN
Der
(A) en quatre parties, en rendant
expliite les noyaux des deux suites exates ourtes dans lesquelles et espae est impliqué.
Toute dérivation X ∈ N
Der
(A) peut être onsidérée omme une dérivation de B et
s'érire sous la forme X = Xˆ + adγ, où Xˆ ∈ Γ(E) et γ ∈ C∞(E)⊗ sln. A e point, nous
pouvons voir que Xˆ est dans ΓM(E) en utilisant la restrition de X au entre C
∞(M) de
A onsidérée omme une sous-algèbre de B. Une dérivation X est un élément de N
Der
(A)
si et seulement si LξX ∈ ZDer(A) pour tout ξ ∈ su(n). Cela veut dire qu'il doit exister un
élément η ∈ C∞(E)⊗ su(n) tel que :
[ξE, Xˆ] = ηE
Lξγ = η
. (2.34)
En appliquant la forme de onnexion ωE sur la première relation et en utilisant l'équiva-
riane de ωE, on obtient :
Lξ(ωE(Xˆ)) = (L
E
ξ + Ladξ)(ωE(Xˆ)) = η .
Introduisons l'élément Z = −αE(X) = γ − ωE(Xˆ) ∈ C∞(E) ⊗ sln. Alors LξZ = 0 pour
tout ξ ∈ su(n), e qui implique que Z ∈ A0, ou adZ ∈ Int(A). Ainsi, la dérivation X
peut être réérite omme X = Xˆ + adγ = X
h + Xˆv + adωE(Xˆ)+Z . Ave nos notations, on
a Xˆv = ωE(Xˆ)
E
(partie vertiale du hamp de veteur Xˆ). Finalement, nous pouvons
réérire :
X = Xh + adZ +ωE(Xˆ)
E + adωE(Xˆ)︸ ︷︷ ︸
∈Z
Der
(A)
= Xh + ωE(Xˆ)
E + adωE(Xˆ)+ adZ︸︷︷︸
∈Int(A)
. (2.35)
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La situation peut être résumée dans le diagramme suivant où les appliations permet-
tant de sinder les diérentes suites exates ourtes sont érites expliitement :
N
Der
(A)
ρE // //
τ

ΓM(E)
π∗

(π∗Xˆ)h + ωE(Xˆ)E + adωE(Xˆ) Xˆ
oo
XE = ρ(X )h − adα(X ) Xh
X_
OO
X
_
OO
∇X Xoo
Der(A) ρ
// //Γ(TM)
(2.36)
Dans e qui suit, Ω
Der
(A) sera identié ave la sous-algèbre basique de Ω
Der
(B) or-
respondante.
Nous pouvons maintenant étudier les onséquenes de ette onstrution sur une
onnexion non ommutative donnée par une 1-forme ω ∈ Ω1
Der
(A). Une telle 1-forme
se déompose de la manière suivante :
ω = a− φ ∈ [Ω1(E)⊗Mn]⊕ [C∞(E)⊗Mn ⊗ sl∗n]
ave la ondition de basiité :
(LξE + Ladξ)a = 0 (LξE + Ladξ)φ = 0
iξEa− iadξφ = 0
pour tout ξ ∈ su(n). Nous avons déomposé la dérivée de Lie L et le produit intérieur en
une partie géométrique et une partie algébrique.
À e niveau, nous pouvons faire des ommentaires généraux. Tout d'abord, la relation
d'invariane sur a n'est rien d'autre que la ondition d'équivariane pour une onnexion
ordinaire sur E. Cependant, la deuxième relation empêhe a d'être une telle onnexion.
Cette relation généralise la relation de vertialité pour une onnexion ordinaire et onnete
la valeur de a sur un hamp de veteurs vertial aux valeurs de φ. Pour une onnexion
ordinaire, φ doit être remplaé par iθ et alors la relation de vertialité usuelle est retrouvée.
Dans la deuxième relation, l'invariane de φ a une interprétation géométrique natu-
relle. En eet, φ peut être vu omme une appliation E → Mn ⊗ sl∗n. En utilisant les
résultats standards de géométrie diérentielle, la relation d'invariane sur φ nous permet
d'interpréter φ omme une setion d'un bré vetoriel au dessus de M , assoié à E, dont
les bres sont isomorphes à Mn ⊗ sl∗n. Nous noterons e bré End E ⊗End∗0 E . Dans ette
identiation, la dérivée de Lie Ladξ sur Mn⊗ sl∗n n'est rien d'autre que l'ation innitési-
male de SU(n) sur Mn ⊗ sl∗n qui intervient dans la onstrution du bré vetoriel assoié
à E : End E ⊗ End∗0 E . Ce type d'identiation sera souvent utilisé dans la suite.
Connexion symétrique
Considérons maintenant la situation suivante :
Si l'on a une ation d'un groupe de Lie ompat onnexe G sur le bré prinipal E qui
ommute ave l'ation naturelle du groupe de struture H = SU(n) sur E, alors, à tout
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Y ∈ G, l'algèbre de Lie de G, nous pouvons assoier un hamp de veteurs Y E sur E. Ce
hamp de veteurs induit une ation de Cartan de G sur Ω(E). Cette opération s'étend
naturellement en une opération sur Ω
Der
(B) = Ω(E)⊗Ω
Der
(Mn) où G agit seulement sur
la partie dépendante de E. Du fait que les ations de G et de H ommutent, l'opération
de G laisse invariante la sous-algèbre basique A de B et se restreint en une opération
sur Ω
Der
(A). Alors l'ation originale de G sur E donne lieu à une ation de G sur A.
Cette ation est elle que l'on utilisera pour aratériser les onnexions non ommutatives
G-invariantes sur A dans la setion 3.2.
2.2.4 Point de vue loal
Dans ette partie, nous allons étudier plus préisément la relation entre les algèbres A
et B du point de vue loal.
Objets loaux à partir de A
Caratérisons tout d'abord les objets loaux dans A. Une telle disussion a été faite
dans [DVM98, Mas99℄ et nous en rappelons ii quelques points essentiels. Restreinte à
un ouvert U au-dessus duquel le bré End(E) se trivialise, l'algèbre A est isomorphe à
Aloc := C
∞(U)⊗Mn et nous pouvons assoier à tout élément a ∈ A, un élément aloc ∈ Aloc.
Ainsi, au-dessus d'une intersetion U ∩U ′ 6= ∅ de deux ouverts trivialisants U et U ′, nous
avons des fontions de transition g : U ∩ U ′ → SU(n) qui relient a′loc à aloc de la manière
suivante :
a′loc = Adg−1 aloc .
Nous pouvons aussi assoier à toute dérivation X ∈ Der(A), une dérivation loale
Xloc ∈ Der(C∞(U)⊗Mn). Une telle dérivation peut être déomposée en deux parties :
Xloc = X|U + adγloc , (2.37)
où X = ρ(X ) (voir équation (2.22)) et X|U est sa restrition à l'ouvert U . Il est possible
de donner une expression expliite pour γloc si l'on onsidère une onnexion sur End(E), à
laquelle on assoie la 1-forme non ommutative α et la 1-forme loaleAloc ∈ Ω1(U)⊗su(n).
Alors on a :
γloc = Aloc(X|U)− α(X )loc . (2.38)
Au-dessus d'une intersetion U ∩ U ′ 6= ∅, X ′loc et Xloc sont reliées de la manière suivante :
X ′|U = X|U
γ′loc = Adg−1 γloc + g
−1X|U(g) .
Enn, nous pouvons onsidérer les 1-formes loales. À tout élément ω ∈ Ω1
Der
(A), on
assoie un élément ωloc ∈ Ω1
Der
(C∞(U) ⊗ Mn) au-dessus de U . Cette 1-forme loale se
déompose naturellement en deux parties : ωloc = a + φ ◦ iθ où a ∈ Ω1(U) ⊗ Mn, et
φ ∈ C∞(U) ⊗Mn ⊗ sl∗n. Alors au-dessus d'une intersetion U ∩ U ′ 6= ∅, ωloc et ω′loc sont
reliés de la manière suivante :
a′ = Adg−1 ◦a− Adg−1 ◦φ ◦ Adg ◦g∗θH
φ′ = Adg−1 ◦φ ◦ Adg ,
(2.39)
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où θH est la forme de Cartan usuelle sur le groupe H et g∗θH = g−1dg.
Les fontions de transition ressemblent à elles renontrées pour les théories de jauge
usuelles (en géométrie ordinaire). Dans le as présent, es relations sont twistées par le
hamp salaire φ.
Objets loaux à partir de B
Voyons maintenant les relations entre es objets loaux et les objets loaux que l'on
peut obtenir à partir de l'algèbre B = C∞(E)⊗Mn restreinte à des ouverts trivialisants
de E. Tout d'abord, onsidérons une setion loale s : U → E. Nous pouvons lui assoier
l'appliation pull-bak s∗ : C∞(E)→ C∞(U) qui s'étend de manière triviale en une appli-
ation s∗ : B→ C∞(U)⊗Mn. Alors par dénition, l'image de BH−Bas|U par l'appliation
s∗ est l'algèbre Aloc obtenue par loalisation de l'algèbre A au-dessus de U .
Pour les dérivations, nous avons montré préédemment qu'ave l'aide d'une onnexion
ordinaire, il est possible d'assoier à tout élément X ∈ Der(A), un élément XE ∈ N (A) ⊂
Der(B), où expliitement XE = ρ(X )h − adα(X )E . De manière analogue, en utilisant
l'inlusion Ω
Der
(A) →֒ Ω
Der
(B), on peut assoier à tout élément ω ∈ Ω
Der
(A), un élément
̟ ∈ Ω
Der
(B)H−Bas. Alors nous pouvons omparer les expressions de ̟(XE) et ω(X ).
Au-dessus d'un ouvert U ⊂ M trivialisant E et en utilisant l'expression loale d'une
onnexion sur E, on a :
XE|s(x) = s∗X|x −Aloc(X)|x − adα(X )E
|s(x)
,
où x ∈ U . D'après la basiité de la 1-forme ̟, nous pouvons montrer que
ωloc(Xloc) = s∗(̟|U(XE|U)) = s∗̟|U(Xloc) ,
et que
s∗̟|U = ωloc .
Cela généralise le résultat préédent obtenu pour les éléments des algèbres A et B, et on
a de manière plus générale :
s∗Ω
Der
(B)H−Bas|U = ΩDer(Aloc) .
Cette relation montre que l'on peut obtenir des expressions loales ωloc soit à partir de la
1-forme ω ∈ Ω1
Der
(A) en se restreignant à un ouvert trivialisant de A, soit à partir de la
1-forme ̟ ∈ Ω1
Der
(B)H−Bas en se restreignant à un ouvert trivialisant de B. Cela montre
enore une fois le rle similaire que peuvent jouer l'algèbre A et le bré prinipal E.
Enn notons que les relations de transition (2.39) auraient pu être obtenues en onsi-
dérant la 1-forme ̟ au-dessus des intersetions U ∩ U ′ 6= ∅ d'ouverts trivialisants, ave
les relations de transition s′ = s · g entre setions loales s : U → E et s′ : U ′ → E.
Objets loaux exprimés grâe à une onnexion de référene
Il a été montré dans [Mas99℄ que si l'on hoisit une onnexion de référene, alors il
est possible d'exprimer les 1-formes loales en terme de tenseurs qui se transforment de
manière homogène.
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Soit ω ∈ Ω
Der
(A) une 1-forme non ommutative et ωloc ∈ Ω(U) ⊗ ΩDer(Mn) sa forme
loale. Pour obtenir les relations de transition (2.39), nous avons déomposé ωloc de la
manière suivante :
ωloc = a + φ ◦ iθ , (2.40)
où a ∈ Ω1(U)⊗Mn et φ ∈ C∞(U)⊗Mn⊗ sl∗n. Cette déomposition est naturelle vis-à-vis
de la déomposition (2.37) des dérivations loales. Comme nous le voyons dans la formule
(2.39), les relations de transition sont relativement ompliquées et pour des formes de
degré plus élevé, on obtiendra des expressions diilement manipulables.
Il est don préférable de déomposer les formes loales autrement, et e, grâe à une
onnexion de référene ∇E sur E . On note α la 1-forme non ommutative qui lui est
assoiée et Aloc la 1-forme de onnexion loale sur un ouvert U .
Alors d'après la formule (2.38), la forme loale ωloc peut se déomposer de la manière
suivante :
ωloc = a˜− φ˜ ◦ αloc , (2.41)
où a˜ ∈ Ω1(U)⊗Mn, et φ˜ ∈ C∞(U)⊗Mn⊗ sl∗n. On peut passer de la déomposition (2.40)
à la déomposition (2.41) en faisant le hangement de variables :
a˜ = a+ φ ◦ Aloc
φ˜ = φ .
Ainsi, les relations de transition lors d'un hangement de arte sont les suivantes :
a˜′ = Adg−1 ◦ a˜
φ′ = Adg−1 ◦ φ ◦ Adg .
(2.42)
Ces relations de transition sont homogènes et tous les termes inhomogènes de (2.39) ont
été absorbés par la forme loale α.
On reonnaît là les relations de transition pour des formes tensorielles sur un bré
prinipal. En eet, dans la déomposition (2.41), tous les objets peuvent être dénis
globalement et don ette déomposition reste vraie pour une 1-forme globale. Ainsi, un
élément ω ∈ Ω
Der
(A) peut toujours se mettre sous la forme :
ω = a˜ ◦ ρ− φ˜ ◦ α , (2.43)
où a˜ ∈ Ω1(M,End(E)) est une forme tensorielle et φ˜ ∈ C∞(M,F ) est une setion du bré
F assoié à E dont les bres sont isomorphes à Mn ⊗ sl∗n. Nous montrerons au début de
la setion 4.2 que ette déomposition globale peut être obtenue de manière plus direte.
Remarque. Nous avons obtenu ette déomposition en passant par une déomposition
loale, mais nous aurions pu également l'obtenir en passant par l'algèbre B.
Il est possible de faire une déomposition similaire à la déomposition (2.43) pour des
formes de degré plus élevé et on obtient alors des relations de transition homogènes pour
les formes loales assoiées (voir [Mas99℄). Nous verrons dans la setion 4.2 que ette
déomposition à l'aide d'une onnexion de référene est également utile lorsque l'on a une
opération de Hodge assoiée à une struture Riemannienne.
62 Chapitre 2  Théories de jauge et géométrie non ommutative
2.2.5 Morphisme de Chern-Weil
L'algèbre des endomorphismes peut également se substituer au bré prinipal an de
onstruire les lasses aratéristiques usuelles. Habituellement les lasses aratéristiques
sont obtenues par le morphisme de Chern-Weil assoié à un bré prinipal. Nous allons
voir dans ette setion que e morphisme peut être onstruit diretement à partir d'une
algèbre d'endomorphismes.
Nous allons nous inspirer de la onstrution donnée par Leomte dans [Le85℄, où il est
montré que le morphisme de Chern-Weil peut se voir omme étant l'obstrution à sinder
la suite exate ourte d'algèbres de Lie assoiée aux automorphismes innitésimaux d'un
bré prinipal. Nous avons déjà renontré ette suite dans le diagramme (2.31) et pouvons
la rappeler ii :
0 //Γ(TV E) //ΓM(E)
π∗ //Γ(TM) //0 .
Dans [Le85℄, il est en fait montré que l'on peut développer une théorie des lasses a-
ratéristiques, parallèle à la onstrution lassique de l'homomorphisme de Chern-Weil
d'un bré prinipal, dans un adre purement algébrique relativement à toute suite exate
ourte d'algèbres de Lie. Cette onstrution étant donnée pour des algèbres de Lie, 'est
le omplexe de Chevalley qui est utilisé de manière essentielle.
Nous allons adapter ette proédure à la suite exate ourte d'algèbres de Lie et de
Z(A)-modules (2.23). Nous devrons remplaer le omplexe de Chevalley utilisé dans [Le85℄
par le alul diérentiel basé sur les dérivations Ω
Der
(A) an de prendre en ompte la
struture de Z(A)-module supplémentaire. Le fait de travailler ave le omplexe Ω
Der
(A)
plutt qu'ave le omplexe de Chevalley nous permettra d'obtenir diretement le mor-
phisme de Chern-Weil usuel ontrairement à Leomte [Le85℄ qui obtient le morphisme
de Chern-Weil omposé ave l'appliation induite en ohomologie par l'inlusion du om-
plexe de Chevalley dans le omplexe de de Rham, i.e. le omplexe Ω
Der
(C∞(M)). Cela
induit dans [Le85℄ des eets non loaux assoiés à la ohomologie de Chevalley. Cela
revient ainsi à travailler ave des objets loaux au sens de [Le85℄. Notons également que
la suite (2.23) est reliée à la suite préédente par le diagramme (2.31).
Nous pouvons érire la suite (2.23) de la manière suivante :
0 //A0
ad //
Der(A)
ρ //Γ(TM) //0 ,
où A0 est identiée à Int(A) par l'appliation ad. Cette suite peut toujours être sindée en
tant que suite de Z(A)-modules à l'aide d'une onnexion ∇E sur E à laquelle on assoie
un projeteur ρ∗∇ : Der(A) → Der(A), où ∇ = ∇E ⊗∇E∗ . La ourbure algébrique de e
projeteur (voir setion 2.2.2) est la 2-forme non ommutative horizontale ρ∗RE .
Nous pouvons maintenant donner la onstrution de l'homomorphisme de Chern-Weil
à partir de A. Remarquons que l'algèbre de Lie A0 est un Der(A)-module et un Z(A)-
module. On peut alors onsidérer un élément
f ∈ (SqZ(A)A⋆Z(A)0 )Der(A)−Inv ,
où ⋆Z(A) est l'opération agissant sur la atégorie des Z(A)-modules dérite dans la se-
tion 1.4.2. Ainsi, f est une appliation Z(A)-multilinéaire symétrique de ⊗qZ(A)A0 dans
Z(A) ≃ C∞(M) invariante sous l'ation de Der(A). La ondition d'invariane se traduit
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par :
LXf = 0 ∀X ∈ Der(A) ,
où la dérivée de Lie est dénie de manière habituelle. Si l'on déompose les dérivations en
partie vertiale et partie horizontale à l'aide de la onnexion ∇ sur End E , ette relation
devient équivalente à :{
L∇Xf = 0
Ladγf = 0
∀X ∈ Γ(M), γ ∈ A0 .
On en déduit alors que f est onstante (en tant que setion surM) et dénit un polynme
invariant sur sl(n) (on peut s'en onvainre en regardant es relations loalement, 'est-
à-dire au-dessus d'un ouvert trivialisant de A où A0 ≃ C∞(U) ⊗ sl(n)). La 2-forme de
ourbure RE permet alors d'assoier à une telle appliation un élément de
Ω2q(M) ≃ Ω2q
Der
(Out(A), Z(A))
en saturant les arguments de f . On note et élément
f∇ = ASf˙(RE ⊗ · · · ⊗RE) ,
où AS désigne l'antisymétrisation par rapport à RE . Par les tehniques usuelles, on vérie
que f∇ est un obord, i.e. df∇ = 0, et que la lasse de ohomologie de f∇ ne dépend pas
de ∇.
Nous avons ainsi onstruit une appliation linéaire
I(sl(n)) ≃ (SZ(A)A⋆Z(A)0 )Der(A)−Inv −→ Hpair(M)
f 7−→ [f∇]
assoiant à tout polynme invariant sur sl(n) un élément pair de la ohomologie de
de Rham de la variété M . Ce morphisme s'identie de manière évidente au morphisme
de Chern-Weil usuel.
Cette onstrution nous permet ainsi de voir l'homomorphisme de Chern-Weil (ou
les lasses aratéristiques) omme étant l'obstrution à pouvoir sinder la suite exate
ourte de Z(A)-modules (2.23) en tant que suite exate ourte d'algèbres de Lie et four-
nit une interprétation naturelle des lasses aratéristiques dans le adre des algèbres
d'endomorphismes.
Notons que dans le adre des brés prinipaux, e morphisme peut être obtenu par
des méthodes homologiques à partir du omplexe de Weil onstruit sur l'algèbre de Lie
du groupe de struture d'un bré prinipal qui est de dimension nie. Ii nous n'avons
pas eu besoin de groupe de struture et avons travaillé diretement à partir de l'algèbre
de Lie Int(A) ≃ A0 qui s'identie à l'algèbre de Lie du groupe de jauge. Cette algèbre
de Lie est de dimension innie et nous en avons extrait les polynmes invariants par une
ondition d'invariane vis-à-vis de l'algèbre de Lie Der(A) (également de dimension in-
nie). La reherhe d'une interprétation de ette onstrution dans un adre homologique
plus général est l'objet de reherhes en ours.
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Nous terminons par quelques remarques. Pour une algèbre d'endomorphismes A, il
serait intéressant de voir les liens possibles entre ette onstrution des lasses ara-
téristiques et d'autres notions algébriques, telles que la ohomologie basique de A (voir
[DVM96a℄) ou enore son homologie ylique. Plusieurs indiations mènent à penser qu'un
tel lien puisse exister. En eet, notons que A est équivalente de Morita à l'algèbre des
fontions C∞(M) et don son homologie ylique redonne l'homologie de de Rham de la
base H(M) (f. membre de droite du morphisme de Chern Weil). Notons également que
la ohomologie basique de l'algèbre Mn(C) sur laquelle est modelée A oïnide ave les
polynmes invariants sur Mn(C) (f. membre de gauhe du morphisme de Chern Weil).
Il serait aussi intéressant de voir si ette onstrution a des liens ave la onstrution ha-
bituelle du morphisme de Chern-Connes (voir [Lod92℄ par exemple) en géométrie non
ommutative. La notion de morphisme de Chern-Weil doit ependant s'en distinguer
étant donné que sa onstrution n'est pas invariante de Morita (la dimension des bres
est xée). Il serait également intéressant d'étudier les liens possibles ave la lasse de
Dixmier-Douady [DD63, Dix57℄ onstruite pour des hamps ontinus de C∗-algèbres.
Notons tout de même que la onstrution que nous venons de faire peut s'adapter à
toute algèbre assoiative A, à partir de la suite exate ourte d'algèbres de Lie :
0 //Int(A) //Der(A)
ρ //
Out(A) //0 .
La notion de lasses aratéristiques et de bré prinipal en géométrie non ommuta-
tive est également abordée dans [CKMVz93℄ pour des algèbres admettant l'ation d'un
groupe de Lie de dimension nie.
2.3 Conlusion
Nous avons montré dans e hapitre omment traduire un ertain nombre de notions
géométriques, dénies dans le adre des brés prinipaux, en des notions purement al-
gébriques en rapport ave l'algèbre des endomorphismes. Les algèbres d'endomorphismes
onstituent ainsi un terrain d'étude intéressant et pourraient être utiles, de part leur res-
semblane ave les brés prinipaux, à établir un ditionnaire plus omplet entre géométrie
diérentielle et géométrie non ommutative. Elles seraient en quelque sorte pour les brés
e que sont les C∗-algèbres ommutatives pour les espaes topologiques. En eet, 'est en
étudiant les C∗-algèbres ommutatives, qui sont équivalentes à des espaes topologiques
(voir setion 1.1.1), que nous avons pu traduire diérentes notions de géométrie en des no-
tions algébriques équivalentes (ex : modules projetifs de type ni v.s. brés vetoriels) et
ainsi établir un pont entre topologie et algèbre. De manière similaire, nous espérons que
l'étude des algèbres d'endomorphismes puisse permettre de traduire diérentes notions
de géométrie diérentielle, en rapport ave la notion de bré, en des notions algébriques
équivalentes et ainsi ontribuer à établir un pont entre géométrie et algèbre.
A l'heure atuelle, une étude plus approfondie des lasses aratéristiques pour les
algèbres assoiatives et le lien ave d'autres outils de la géométrie non ommutative reste
enore à eetuer et semble être une diretion de reherhe intéressante.
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Dans e hapitre, nous allons reprendre et résumer ertains travaux sur les onnexions
invariantes en géométrie diérentielle. Comme nous l'avons vu préédemment, il existe
un lien assez diret entre le alul diérentiel basé sur les dérivations d'une algèbre d'en-
domorphismes et l'algèbre des formes diérentielles de de Rham sur un bré prinipal.
Les résultats que nous obtiendrons dans ette setion, nous seront utiles pour les modèles
physiques onstruits dans le adre d'algèbres d'endomorphismes.
L'approhe géométrique que nous allons suivre possède ertaines similarités ave les
modèles de théories de jauge sur des algèbres non ommutatives. Ces méthodes furent
même les premières à fournir une interprétation géométrique des hamps salaires de
type Higgs. En e sens, les modèles de géométrie non ommutative, que nous verrons
au hapitre 4, sont des versions algébriques et plus éonomes de e type de modèles.
Généralement, lorsque l'on utilise un groupe en physique, nous n'exploitons pas vraiment
sa struture de variété. En eet, l'ensemble des hamps de veteurs d'un groupe de Lie
forme une algèbre de Lie de dimension innie. Or, on se ontente généralement d'exploiter
seulement la sous-algèbre de Lie formée des hamps de veteurs invariants à gauhe ou à
droite qui est une algèbre de Lie de dimension nie.
Par exemple, dans le modèle standard des partiules, pour la desription des symétries
dites internes des partiules, 'est en fait la struture d'algèbre de Lie qui est utilisée
de manière essentielle plutt que la struture de groupe. Ainsi, les modèles de théories
de jauge basés sur des algèbres de matries apturent la struture algébrique et disrète
de es onstrutions géométriques qui possèdent, pour la desription des partiules, des
degrés de liberté ontinus superus.
Pour les symétries qui ne sont pas internes, ou faisant partie intégrante des modèles
que nous étudions, l'utilisation de groupes de Lie peut toujours s'avérer utile. Cela est
le as, par exemple, pour les symétries d'espae temps. Ainsi, si nous voulons étudier un
problème ou une situation physique possédant une ertaine symétrie, par exemple une
symétrie sphérique ou une symétrie de rotation autour d'un axe, nous herherons alors
les solutions aux équations du mouvement invariantes sous l'ation de e groupe.
La onstrution que nous allons voir joue don un double rle dans ette thèse. Elle
nous permettra de présenter les modèles géométriques qui ont préédé les modèles de géo-
métrie non ommutative et de bien voir les diérenes entre es deux approhes. D'autre
part, ette onstrution nous fournira des outils pour pouvoir aratériser les degrés de
liberté d'une onnexion non ommutative invariante sous l'ation d'un groupe de symétrie
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et es résultats seront exploités au hapitre 5. Les résultats présentés dans e hapitre sont
essentiellement eux obtenus dans [MS04℄.
3.1 Connexions invariantes sur un bré prinipal
Plusieurs approhes ont été proposées pour l'étude des onnexions invariantes sous
l'ation d'un groupe de Lie et elles sont essentiellement de deux types : les approhes glo-
bales, étudiées dans [HK84, JP84, HVS80℄ et les approhes loales, étudiées dans [FM80,
Bro96℄. Nous reprendrons les approhes globales qui permettent de bien appréhender e
qui se passe géométriquement et nous ferons le lien ave les approhes loales, souvent
plus utiles pour faire des aluls expliites.
3.1.1 Rédution de brés prinipaux
Considérons un bré prinipal E(M,H) de groupe de struture H . Nous adopterons
également la notation suivante pour une bration :
H //E π //M .
Nous prendrons garde à e que la première èhe ne soit pas une appliation mais shé-
matise les bres du bré.
Considérons maintenant un groupe de Lie ompat G agissant à gauhe sur E. Nous
noterons ette ation G  E et nous supposerons toujours que ette ation ommute
ave elle du groupe H . Une manière de garantir ela, est de onsidérer G omme un
sous-groupe du groupe des automorphismes de E, noté Aut(E). Dans e as, E est dit
G-symétrique. La projetion π induit alors une ation G  M qui est aratérisée par le
diagramme suivant :
0 // Int(E) // Aut(E) // Out(E) ≃ Aut(M) // 0 .
G
6 V
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Il est également possible d'essayer de onstruire une ation de G sur E à partir d'une
ation de G sur la base M et ommutant ave l'ation du groupe de struture H . Cette
question a été étudiée dans [HNdO94℄. Nous supposerons par la suite que ette ation est
donnée, et don, nous partirons toujours d'un bré prinipal G-symétrique.
Nous demanderons de plus que l'ation du groupe G soit simple (voir [HVS80, JP84℄),
e qui veut dire que la variété de base M a elle-même une struture de bré, dont les
bres sont isomorphes à un espae homogène G/G0. Ce bré est obtenu par ation du
groupe G sur M et don l'espae de base est isomorphe à M/G. Les groupes d'isotropie
de l'ation de G sur M sont tous isomorphes à G0. Nous avons ainsi le diagramme de
bration suivant :
G/G0 //M //M/G .
Considérons maintenant l'espae P = {x ∈ M, Gx = G0}, où Gx est le groupe
d'isotropie assoié à tout point x ∈ M . Alors P est un bré prinipal de groupe de
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struture N(G0)/G0, où N(G0) est le normalisateur de G0 dans G. Ce bré sera noté
par :
N(G0)/G0 //P //M/G .
Nous pouvons alors onsidérer le bré M(M/G,G/G0) omme étant un bré assoié au
bré prinipal P (M/G,N(G0)/G0) pour l'ation naturelle N(G0)/G0  G/G0.
Une onstrution similaire peut être faite sur E sur lequel le groupe S = G×H agit
à droite par l'ation :
G×H ×E −→ E
(g, h, p) 7−→ g−1ph .
Notons tout d'abord que pour tout point p ∈ E, il existe un homomorphisme anonique :
λp : Gπ(p) −→ H ,
déni par la relation g0 · p = p · λp(g0) pour tout g0 dans Gπ(p). Le groupe d'isotropie Sp
d'un point p dans E pour l'ation E 	 S est don Sp = {(g0, λp(g0))/ g0 ∈ Gπ(p)}. Tous
es groupes d'isotropie sont isomorphes et nous noterons S0, orrespondant à un point
p0 ∈ E, l'un d'entre eux. Ainsi, le bré E hérite de la struture de bré suivante :
S/S0 //E //M/G .
On notera que l'ation de S sur E est également une ation simple.
En proédant omme nous l'avons fait pour l'ation de G sur M , nous pouvons dénir
un sous-bré Q := {p ∈ E, Sp = S0} de E. Il est donné par le diagramme de bration
suivant :
N(S0)/S0 //Q //M/G ,
où N(S0) est le normalisateur de S0 dans S. Il est remarquable que sur Q l'appliation
λp|Q est indépendante du point p ∈ Q. Nous noterons alors ette appliation λ : G0 → H .
Notons πQ la restrition de la projetion π à Q. Il est faile de voir que πQ(Q) ⊂ P
et que le noyau de πQ est isomorphe à Z0 = Z(λ(G0), H), le entralisateur de λ(G0) dans
H . On peut également montrer que π(Q) possède la struture de bré suivante :
Z0 //Q
πQ //π(Q) .
D'après les dénitions de base, nous avons :
N(S0) = {(g, h) ∈ S/ g ∈ N(G0), h−1λ(g0)h = λ(g−1g0g), ∀g0 ∈ G0} .
Nous avons également une inlusion naturelle de Z0 dans N(S0)/S0 donnée par la om-
position des deux appliations du diagramme suivant :
Z0 ≃ {e} × Z0   // N(S0) // N(S0)/S0 .
De plus, Z0 est un sous-groupe normal de N(S0)/S0 et l'espae quotient (N(S0)/S0)/Z0
est un sous-groupe de N(G0)/G0.
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Toutes les observations préédentes se résument dans le diagramme suivant :
Z0
  //
 n
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==
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G
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M/G M/G
(3.1)
Nous ferons attention à e que ertaines èhes dans e diagramme ne représentent pas des
appliations mais orrespondent à des èhes de diagrammes de bration. On notera que
les èhes horizontales orrespondent plutt à l'ation du groupe H (ou de sous-groupes
de H) et les èhes vertiales à des ations des groupes G et S. Nous pouvons également
vérier que le noyau de la projetion π(Q)→M/G est isomorphe à (N(S0)/S0)/Z0.
3.1.2 Connexions invariantes
L'ation G  E induit une ation de G sur l'espae Ω1(E) des 1-formes sur E. Du fait
que les ations de G et H ommutent, ette ation s'étend naturellement en une ation
sur l'espae ane des onnexions sur E inlus dans l'espae Ω1(E)⊗H, où H est l'algèbre
de Lie du groupe H . Pour tout ω ∈ Ω1(E)⊗H et tout g ∈ G, nous notons ette ation par
ωg = g∗ω. Nous allons maintenant aratériser une onnexion G-invariante, qui satisfait
ωg = ω pour tout g ∈ G.
Il est utile de faire une déomposition des divers espaes tangents orrespondant aux
variétés introduites dans la setion préédente. Nous allons faire es déompositions à
l'aide des diérentes ations de groupes. Tout d'abord, introduisons les notations suivantes
pour les algèbres de Lie orrespondant aux diérents groupes :
Groupe G H N(G0) G0 N(G0)/G0 Z0 S = G×H S0 N(S0)
Algèbre de Lie G H N0 G0 K Z0 S = G ⊕H S0 NS0
Soit,
G = N0 D L et H = Z0 DM ,
une déomposition d'algèbre de Lie rédutive
1
que nous supposerons aussi être une dé-
omposition orthogonale d'espaes vetoriels pour la métrique de Killing. Il est faile de
1
Une déomposition d'algèbre de Lie g = h D l est rédutive si h est une sous-algèbre de Lie de g et
si l est un sous-espae rédutif, i.e. [h, l] ⊂ l.
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montrer que nous avons la déomposition orthogonale d'algèbres de Lie :
N0 = G0 ⊕K .
Alors,
S0 = {(X0, λ∗X0)/X0 ∈ G0} ,
où λ∗ : G0 →H est l'appliation tangente de λ : G0 → H . Ainsi, S0 est isomorphe à G0.
En utilisant ette identiation, on montre que la déomposition
NS0 = S0 ⊕K ⊕ Z0
est une déomposition orthogonale d'algèbres de Lie. En fait, tout élément (X, ξ) ∈ NS0 ⊂
G ×H peut être érit sous la forme (X, ξ) = (X0 +XK, λ∗X0 + ξZ0), où X0 ∈ G0, XK ∈ K
et ξZ0 ∈ Z0.
Ave es déompositions et les ations de groupe, on obtient alors une version inni-
tésimale du diagramme (3.1) :
Z0 
 // s
%%KK
KK
KK
KK
K K ⊕Z0 // // v
))SSS
SSS
SSS
SSS
S _

K
TTT
TTT
TTT
TTT
TTT
TTT _

K  w
**TTT
TTT
T _

Z0 DM 
 // (K D L)⊕ (Z0 DM) // // _

K D L _

Z0 
 // r
$$JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
TqQ
piQ∗ // // v
))RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
RR

Txπ(Q)  w
))TTT
TT

TxP  w
))TTT
TTT

Z0 DM 
 // TqE
pi∗ // //

TxM

T[x]M/G
QQQ
QQQ
QQQ
QQQ
Q
QQQ
QQQ
QQQ
QQQ
Q
T[x]M/G
SSSSSS
T[x]M/G
SSSSSS
T[x]M/G T[x]M/G
pour tout point q ∈ Q ⊂ E ave π(q) = x. On a alors la déomposition :
TqE = TqQ⊕LQ|q ⊕MQ|q , (3.2)
où LQ|q (resp. MQ|q) est le sous-espae parouru par les veteurs XEq en q ∈ E obtenus
à partir des hamps de veteurs fondamentaux XE sur E assoiés aux veteurs X ∈ L
(resp. X ∈ M).
Nous sommes maintenant prêts à aratériser une onnexion G-invariante. Soit ω ∈
Ω1(E)⊗H une 1-forme de onnexion G-invariante. Nous pouvons la restreindre à Q, sans
perdre d'information, puisque ses valeurs sur E peuvent être retrouvées par ation du
groupe G sur Q en utilisant le fait que G · Q = E. Alors pour tout q ∈ Q, ω|q peut être
évaluée sur les trois espaes vetoriels TqQ, LQ|q et MQ|q :
 La restrition à MQq ⊂ HQq est déterminée par la relation ω|q(XEq ) = X , pour tout
X ∈M. Il n'y a pas d'autres degrés de liberté.
 La restrition à TqQ donne une 1-forme µ dénie par µ(X) = ω(X), pour tout
X ∈ TQ. Elle satisfait la propriété d'équivariane suivante :
R∗(g,h)µ = Adh−1µ ∀(g, h) ∈ N(S0) ,
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où R(g,h) est l'ation à droite de N(S0) sur Q. En tenant ompte de ette relation
d'équivariane pour un élément (g0, λ(g0)) ∈ S0, on peut montrer que µ prend ses
valeurs dans Z0. Cette relation d'équivariane restreinte à Z0 fait de µ une 1-forme
de onnexion sur le bré prinipal Q(π(Q), Z0).
 La restrition à LQq induit une appliation :
ψq : L → H
X 7→ ψq(X) = ωq(XEq ) .
L'appliation ψq satisfait la relation d'équivariane suivante :
Adh ◦ ψq ◦ Adg−1 = ψgqh−1 ∀(g, h) ∈ S .
Alors pour tout (g0, λ(g0)) ∈ S0, on a Adλ(g0)◦ψq ◦Adg−10 = ψq. L'appliation q 7→ ψq
de Q dans F dénit une setion du bré assoié à Q : FL = Q ×N(S0)/S0 FL, où la
bre est dénie omme étant l'espae vetoriel suivant :
FL = {ℓ : L → H, Adλ(g0) ◦ ℓ ◦Adg−10 = ℓ} .
Ainsi, ω est omplètement déterminée par les deux objets µ et ψ dérits i-dessus.
Notons que µ et ψ sont naturellement reliés à des brés prinipaux onstruits à partir du
bré E : ψ orrespondant à une struture vertiale sur le diagramme (3.1) et µ à une
struture horizontale.
Il est possible [JP84℄ de déomposer la onnexion ω sur des objets ne faisant référene
qu'au bré FL. Pour ela, il est néessaire d'introduire une onnexion A sur le bré
prinipal :
(N(S0)/S0)/Z0 //π(Q) //M/G
Alors la 1-forme de onnexion µ peut être mise en bijetion ave un ouple (B, α) où
 B est une onnexion sur le bré prinipal Q(M/G,N(S0)/S0).
 α est une setion de bré vetoriel FK, où FK = Q×N(S0)/S0 FK est le bré assoié
au bré prinipal Q(M/G,N(S0)/S0). L'espae vetoriel FK est déni de la manière
suivante :
FK = {k : K → H, Adλ(g0) ◦ k ◦ Adg−10 = k} .
(Notons la similarité entre FL et FK).
La orrespondane entre µ et le ouple (B, α) est donnée expliitement par les rela-
tions : {
B = µ+ π∗A− µ(π∗A)Q
αq = µq|Kq .
En partiulier, on a prKB = π∗A, où prK est la projetion de K ⊕ Z0 sur K. À partir de
e point de vue, il est également possible [CJ85℄ de faire un lien ave les théories de type
Kaluza-Klein, en voyant la onnexion ω omme faisant partie d'une métrique sur le bré
prinipal E.
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3.1.3 Relation ave l'approhe de Wang
Du fait que nous ayons supposé que l'ation du groupe G soit simple, l'espae M
est loalement isomorphe au produit d'espaes M/G × G/G0. L'étude des onnexions
invariantes peut être enore simpliée en supposant queM = M/G×G/G0, e qui revient
à restreindre notre étude à des objets loalisés autour d'une orbite de G dans M . Dans
ette setion, nous supposerons don queM = M/G×G/G0. Cela nous permettra de faire
le lien entre la onstrution préédente et les approhes loales faites dans [HVS80, FM80,
Bro96℄. Ce point de vue rejoint également elui de Wang donné dans [Wan58℄, qui aborda
le problème des onnexions invariantes sur des espaes homogènes. Nous appellerons ette
approhe, approhe loale par la suite.
La struture relativement simple de M va nous permettre de faire une onstrution
similaire à elle faite préédemment, mais en remplaçant l'espae P par l'espae quotient
M/G. Cela simpliera grandement la struture des brés dans les diretions orrespondant
à G, ainsi que la déomposition des onnexions invariantes. Nous pourrons même aller un
peu plus loin et lassier les brés G-symétriques.
Tout d'abord, de par la struture de M = M/G×G/G0, nous pouvons inlure M/G
dans M , en l'identiant à M/G×{eG0} dans M . Alors, les brés G-symétriques peuvent
être lassiés par les ouples ([λ], Q˜), où [λ] est la lasse de onjugaison d'un homomor-
phisme λ : G0 → H pour l'ation de G sur G0 et Q˜ est un bré prinipal sur M/G de
groupe de struture Z0 = Z(λ(G0), H). En eet, étant donné un bré prinipal E au
dessus de M = M/G × G/G0, G-symétrique, de groupe de struture H , nous pouvons
onstruire un ouple ([λ], Q˜) en onsidérant la restrition E|M/G de E à M/G. Dénissons
alors Q˜ = {p ∈ E|M/G/λp = λ}, pour une appliation de référene λ = λp0.
Réiproquement, nous pouvons assoier à tout ouple ([λ], Q˜) un bré prinipal G-
symétrique. Nous pouvons onstruire le bré prinipal suivant :
Z0 ×G0 //Q′ = Q˜×G //M/G×G/G0
déni pour l'ation (z, g0, q˜, g) 7→ (q˜ · z0, g · g0). Considérons maintenant l'ation à gauhe
de Z0 ×G0 dénie2 sur H par :
ρ : Z0 ×G0 ×H −→ H
(z, g0, h) 7−→ z · λ(g0) · h .
Nous pouvons alors onstruire un bré assoié à Q′ : E˜ = Q′ ×(Z0×G0) H , de bre H . On
peut voir que E˜ est un bré prinipalG-invariant en onsidérant le diagramme ommutatif
suivant :
Z0 ×G0

Z0 ×G0

H // Q′ ×H pr1 //
Ψ

Q′ = Q˜×G

H // E˜
π˜ //M = M/G×G/G0
, (3.3)
2
Remarquons que l'ation des sous-groupes Z0 et G0 ommutent.
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où Q′×H est aussi un bré prinipal de groupe de struture H et G-invariant. On prendra
garde à e que ertaines èhes soient des èhes orrespondant à des diagrammes de
bration.
La omposition des appliations E 7→ ([λ], Q˜) et ([λ], Q˜) 7→ E˜ fournit une appliation
E 7→ E˜, qui est un isomorphisme de brés prinipaux ave groupe de struture H et
G-invariant. Nous pouvons réaliser l'appliation inverse en onsidérant l'appliation qui à
tout point Ψ(q˜, g, h) ∈ E˜, assoie le point g · q˜ · h ∈ E où q˜ ∈ Q˜ est onsidéré omme un
point de E.
En utilisant et isomorphisme, nous pouvons envoyer une onnexion G-invariante sur
E sur une onnexion G-invariante ω sur E˜. Du fait que la projetion Ψ du bré prinipal
Q′ × H de groupe de struture (Z0 × G0) est aussi une appliation G-équivariante de
brés G-symétriques de groupe de struture H , on peut montrer (voir [HVS80, Bro96℄ et
la démonstration dans le as non ommutatif traité dans la setion 3.2.2) que Ψ∗ω peut
être érit sous la forme générique suivante :
Ψ∗ω|(q˜,g,h) = Adh−1(Λ|q˜ ◦ θG|g + ω˜|q˜) + θH|h , (3.4)
où ω˜ est une 1-forme de onnexion sur Q˜(M/G,Z0) et θ
G
et θH sont les formes de Cartan
usuelles dénies sur les groupes G etH respetivement. L'appliation Λ ∈ C∞(Q˜)⊗G∗⊗H
satisfait la propriété d'équivariane :
R∗z0Λ = Adz0Λ ∀z0 ∈ Z0
et les relations :
Adλ(g0) ◦ Λ ◦ Adg−10 = Λ ∀g0 ∈ G0
Λq˜(X0) = λ∗(X0) ∀X0 ∈ G0 et ∀q˜ ∈ Q˜ .
Cette appliation aratérise ainsi une setion du bré assoié à Q˜, de bre G∗ ⊗H et de
base M/G et orrespond à l'ation adjointe de Z0 sur H.
3.2 Connexions non ommutatives invariantes
3.2.1 Approhe globale
Nous allons maintenant aratériser les onnexions non ommutatives invariantes sous
l'ation d'un groupe de Lie G ompat.
Soit G, l'algèbre de Lie de G. Une ation de G sur A est une opération de Cartan de G
sur l'algèbre diérentielle graduée Ω
Der
(A) et nous onsidérerons toujours G omme une
sous-algèbre de Lie de Der(A).
Remarque. Nous proédons ii omme dans la situation géométrique, où nous onsidé-
rions G omme un sous-groupe du groupe des automorphismes du bré prinipal.
Une onnexion non ommutative G-invariante sur le module à droite A est une on-
nexion non ommutative ∇̂ qui satisfait la relation suivante :
Y
(
∇̂Xa
)
= ∇̂[Y,X ]a+ ∇̂X (Y a) ,
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pour tout Y ∈ G, X ∈ Der(A) et a ∈ A. Si ∇̂ est donnée par une 1-forme non ommutative
ω, ette ondition est équivalente à la ondition suivante :
LY ω = 0 ,
pour tout Y ∈ G.
Nous allons maintenant nous servir de la aratérisation préédente des onnexions
ordinaires G-symétriques an de aratériser les onnexions non ommutatives invariantes
pour l'ation d'un groupe G. Pour ela, nous allons utiliser le fait que A est une sous-
algèbre basique de B = C∞(E)⊗Mn pour une ation de H = su(n) ⊂ Mn bien hoisie,
e qui nous permettra, en partiulier, d'utiliser le diagramme (3.1).
Une 1-forme de onnexion non ommutative G-invariante est un élément
ω ∈ (Ω1
Der
(A))G−Inv ≃ Ω1
Der
(B)H−Bas,G−Inv
et peut se mettre sous la forme suivante (voir setion 2.2.3) :
ω = a− φ ∈ [Ω1(E)⊗Mn]⊕ [C∞(E)⊗Mn ⊗ Der(Mn)∗] .
Alors a et φ satisfont aux relations :
Lξ(a− φ) = 0 (3.5)
iξ(a− φ) = 0 (3.6)
LX(a− φ) = 0 (3.7)
pour tout ξ ∈ H = su(n) et tout X ∈ G.
Remarque. Rappelons que pour une onnexion ordinaire, on a φ = iθ. Ainsi, les résultats
de la setion 3.1 pourront failement être retrouvés.
Grâe à l'ation du groupe G, nous pouvons restreindre a et φ à Q ⊂ E. Alors a
est omplètement déterminé par ses valeurs sur TqE pour tous les q ∈ Q. L'appliation
aq : TqE → Mn peut être déomposée en plusieurs parties. Appelons µ ∈ Ω1(Q)⊗Mn la
restrition de la 1-forme a aux setions de TQ. Par la relation (3.6), on a µq(ξ
E
q ) = φq(ξ)
pour tout ξ ∈ Z0. Cette 1-forme satisfait la relation d'équivariane :
L(X,ξ)µ = (LX + Lξ)µ = 0 ∀(X, ξ) ∈ NS0 ⊂ G ×H .
(Nous utilisons les notations de la setion 3.1.2. Rappelons également que la dérivée de Lie
Lξ ontient une partie géométrique et une partie algébrique). Alors en utilisant l'invariane
sous l'ation de S0 (ette ation vient de l'ation du groupe S0 sur Q), on voit que µ prend
ses valeurs dans l'espae vetoriel :
W0 := Z(λ∗G0,Mn) ,
le entralisateur de λ∗G0 dans Mn. Par onséquent, ηq := φq|Z0 prend ses valeurs dansW0.
On onstate que W0 est une sous-algèbre assoiative de Mn sur laquelle l'algèbre de
Lie Z0 agit par l'ation adjointe. Il est ainsi naturel de onstruire l'algèbre diérentielle
graduée ΩZ0(W0) = W0 ⊗
∧Z∗0 qui ressemble au alul diérentiel ΩDer(Mn) ≃ Mn ⊗∧
sl∗n. Sur ΩZ0(W0), la diérentielle est dénie par une formule de Koszul omme dans la
formule (1.72), où l'algèbre de Lie Z0 remplae les dérivations de l'algèbre W0.
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Une autre propriété importante de l'algèbreW0 est qu'il y a une appliation naturelle :
NS0 → Der (C∞(Q)⊗W0)
(X, ξ) 7→ XQ + ξQ + adξ .
Notons que S0 est envoyée sur 0 par ette appliation et elle-i se fatorise en une appli-
ation de NS0/S0 dans Der (C∞(Q)⊗W0). Cela nous permet de dénir une opération de
Cartan de NS0/S0 sur Ω(Q)⊗ ΩZ0(W0), dont la dérivée de Lie est donnée par :
L(X,ξ) = LXQ+ξQ + Ladξ ∀(X, ξ) ∈ NS0/S0 = K ⊕ Z0 .
En partiulier, ette opération induit une opération sur l'algèbre de Lie Z0, que l'on notera
Lξ, pour tout ξ ∈ Z0.
La diérene µ − η est naturellement un élément de degré 1 dans Ω(Q) ⊗ ΩZ0(W0).
En utilisant les relations (3.5), (3.6) et (3.7), il est alors faile de voir que :
iξ(µ− η) = 0 ∀ξ ∈ Z0
L(X,ξ)(µ− η) = 0 ∀(X, ξ) ∈ NS0 .
Cela implique que µ− η ∈ (Ω(Q)⊗ ΩZ0(W0))1Z0−Bas.
Maintenant, introduisons α ∈ C∞(Q)⊗W0 ⊗
∧K∗ déni par :
α(X) = µ(XQ) ∀X ∈ K .
On a α ∈ W0 ⊗ (C∞(Q)⊗
∧K∗)K−Inv. L'ation de K est induite par l'ation de NS0 sur
C∞(Q) et par la dérivée de Lie usuelle (induite par la struture d'algèbre de Lie de K)
sur
∧K∗.
Nous pouvons maintenant introduire l'algèbre diérentielle graduée :
ΩZ0+K(M/G,W0) := (Ω(Q)⊗ ΩZ0(W0)⊗
∧
K∗)(Z0+K)−Bas ,
équipée de la diérentielle naturelle, i.e. la somme de la diérentielle sur haune des
omposantes. Nous verrons plus loin pourquoi M/G a été introduit dans les notations.
Cette algèbre diérentielle graduée nous permet de rassembler les appliations µ, η et
α en une 1-forme algébrique et on a :
µ− η − α ∈ Ω1Z0+K(M/G,W0) .
Cette relation nous permet ainsi de aratériser la restrition de a et φ à TQ de manière
simple.
Regardons maintenant les omposantes LQ|q etMQ|q de TqE. En utilisant des arguments
similaires à eux utilisés dans la setion 3.1.2, la restrition de ψ := a|LQ dénit une setion
du bré vetoriel assoié à Q(M/G,N(S0)/S0), dont les bres sont isomorphes à l'espae
vetoriel :
FL := (Mn ⊗ L∗)S0−Inv = {ℓ : L →Mn/LL(X,λ∗X)ℓ = 0 ∀X ∈ G0} ,
où (LL(X,ξ)ℓ)(Y ) = −ℓ([X, Y ]) + [ξ, ℓ(Y )] pour tout (X, ξ) ∈ N(S0). Dans ette relation,
on utilise l'ation naturelle de NS0 sur l'espae Mn ⊗ L∗, pour laquelle l'espae vetoriel
FL ⊂Mn ⊗ L∗ est invariant. ψ ∈ C∞(Q)⊗FL satisfait la relation d'équivariane :
L(X,ξ)ψ = (LXE+ξE + L
L
(X,ξ))ψ = 0 ∀(X, ξ) ∈ NS0 .
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Ainsi, on a ψ ∈ (C∞(Q)⊗ FL)(Z0+K)−Inv.
De la même manière, la restrition ζ := a|MQ = φ|M dénit une setion du bré assoié
à Q(M/G,N(S0)/S0) dont les bres sont isomorphes à l'espae vetoriel :
FM := (Mn ⊗M∗)S0−Inv = {m :M→Mn/LM(X,λ∗X)m = 0 ∀X ∈ G0} ,
où (LM(X,ξ)m)(Y ) = −m([X, Y ]) + [ξ,m(Y )] pour tout (X, ξ) ∈ N(S0). En eet, on a la
relation d'équivariane suivante :
L(X,ξ)ζ = (LXE+ξE + L
M
(X,ξ))ζ = 0 ∀(X, ξ) ∈ NS0
et don ζ ∈ (C∞(Q)⊗ FM)(Z0+K)−Inv .
D'après la relation :
(Mn ⊗L∗)S0−Inv ⊕ (Mn ⊗M∗)S0−Inv = (Mn ⊗ (L∗ ⊕M∗)S0−Inv =: F ,
ζ+ψ peut être onsidéré omme une setion d'un bré assoié à Q(M/G,N(S0)/S0) dont
les bres sont isomorphes à l'espae vetoriel F = FL ⊕FM .
Les résultats préédents peuvent se résumer par l'isomorphisme suivant :
(Ω1
Der
(A))G−Inv ≃ Ω1Z0+K(M/G,W0)⊕P ,
où
P = (C∞(Q)⊗F)(Z0+K)−Inv .
Notons C := Ω0Z0+K(M/G,W0) = (C∞(Q) ⊗ W0)(Z0+K)−Inv, alors ΩZ0+K(M/G,W0) est
un alul diérentiel assoié à C. L'algèbre C peut être interprétée omme l'algèbre des
setions du bré assoiée à Q(M/G,N(S0)/S0) dont les bres sont isomorphes à l'algèbre
W0. L'algèbre C peut être onsidérée omme une rédution de l'algèbre A et les élé-
ments de SU(C) dénissent des transformations de jauge sur l'espae de onnexions non
ommutatives A, G-invariantes. Équipée du alul diérentiel ΩZ0+K(M/G,W0) et du mo-
dule P, ette algèbre onstitue le blo élémentaire pour la onstrution des onnexions
G-invariantes sur A.
Remarque. Notons que les objets introduits sont naturellement reliés à des strutures
de bré au dessus de M/G, tout omme pour les onnexions ordinaires invariantes. Ce-
pendant, notons que dans le as des onnexions non ommutatives, nous n'avons pas eu
besoin de onnexion de référene pour pouvoir redesendre les objets sur M/G.
3.2.2 Approhe loale
Comme dans le as lassique, nous pouvons onsidérer le as où M =M/G× G/G0.
Nous utiliserons les notations introduites dans la setion 3.1.3. L'idée est d'envoyer (par
appliation pull-bak) une onnexion sur E˜ vers une onnexion sur Q′ ×H . Cela permet
ainsi d'érire expliitement la déomposition d'une 1-forme de onnexion, en utilisant en
partiulier les formes de Cartan surG etH . Nous allons généraliser ette onstrution pour
les 1-formes de onnexion non ommutatives. Nous devons don passer à une approhe
plus algébrique et devons trouver les bonnes algèbres sur lesquelles travailler. L'idée est
d'envoyer les 1-formes de onnexion non ommutatives G-invariantes dans une algèbre
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diérentielle graduée susamment grosse, sur laquelle elles prendront une expression
relativement simple. Nous pouvons résumer la problématique dans le shéma suivant :
Q′ ×H
Ψ

?
WVUTPQRS   // Ω(Q′ ×H)⊗ Ω
Der
(Mn)
E˜ ///o/o/o/o/o ΩDer(A)
  basique
pour H
// Ω(E˜)⊗ Ω
Der
(Mn)
Ψ∗
OO
L'algèbre diérentielle graduée que nous herhons doit remplaer A, de la même manière
que l'espae Q′ × H remplaçait E˜. Il est naturel de onsidérer ette algèbre omme la
sous-algèbre basique de C∞(Q′ × H) ⊗ Mn pour l'opération de Cartan de H. Alors le
pull-bak Ψ∗ω d'une 1-forme de onnexion G-invariante ω ∈ Ω
Der
(A) ⊂ Ω(E˜)⊗Ω
Der
(Mn)
appartient à Ω(Q′×H)⊗Ω
Der
(Mn). Du fait que Z0 et G0 n'agissent pas sur la partie Mn
de es algèbres diérentielles graduées et que Ψ∗ préserve l'invariane sous l'ation de G
ainsi que la basiité vis-à-vis de H, on a :
Ψ∗ω ∈
[
Ω(Q˜)⊗ Ω(G)⊗ Ω(H)⊗ Ω
Der
(Mn)
]
G−Inv
H−Bas
(Z0×G0)−Bas
.
L'avantage de travailler au niveau de l'algèbre diérentielle graduée Ω(Q˜) ⊗ Ω(G) ⊗
Ω(H)⊗Ω
Der
(Mn) est que nous pouvons déomposer failement les ations des groupes G,
G0, Z0 et H sur les diérents espaes. Ces ations sont shématisées dans le diagramme
suivant :
Z0
R∗z0
ss
L∗
z−10
++
H
R∗h
yy
Adh⊗Ad∗h−1
((
Ω(Q˜) ⊗ Ω(G) ⊗ Ω(H) ⊗ (Mn ⊗
∧
sl∗n)
G
L∗
g−1
99
G0
R∗g0
ff
L∗
λ(g0)
−1
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où les symboles L et R shématisent une ation à gauhe et à droite respetivement.
Notons que l'ation de Z0 et G0 sur Ω(H) ommutent.
Alors, en utilisant la H-basiité et la G-invariane, un simple alul montre que la
1-forme Ψ∗ω peut être érite sous la forme générique :
Ψ∗ω|(q˜,g,h) = Adh−1
(
ω˜|q˜ + Λq˜ ◦ θG|g + φq˜ ◦ Adh ◦ (θH|h − iθ)
)
, (3.8)
où θG et θH sont les 1-formes de Cartan sur les groupes G et H et iθ est la 1-forme algé-
brique introduite en setion 2.2. Il est naturel d'utiliser la 1-forme iθ dans ette relation,
de manière à rendre expliite l'identiation (2.18). Dans la formule (3.8), on a :
ω˜ ∈ Ω1(Q˜) Λ ∈ C∞(Q˜)⊗Mn ⊗ G∗ φ ∈ C∞(Q˜)⊗Mn ⊗ sl∗n .
La Z0-invariane implique que :
R∗z0ω˜ = Adz−10 ◦ ω˜ R
∗
z0
Λ = Adz−10 ◦ Λ R
∗
z0
φ = Adz−10 ◦ φ ◦Adz0 ,
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pour tout z0 ∈ Z0. Alors Λ et φ peuvent être onsidérés omme des setions de brés
assoiés à Q˜(M/G,Z0).
D'autre part, la G0-invariane implique que :
Adλ(g0)−1 ω˜ = ω˜ Adλ(g0)−1 ◦ Λ ◦Adg0 = Λ Adλ(g0)−1 ◦ φ ◦ Adλ(g0) = φ , (3.9)
pour tout g0 ∈ G0.
La (G0 × Z0)-horizontalité nous donne les relations suivantes :
Λ(X0) = φ(λ∗X0) ∀X0 ∈ G0 et ω˜(ZQ˜0 ) = φ(Z0) ∀Z0 ∈ Z0 . (3.10)
Les onnexions ordinaires G-invariantes sont retrouvées dans la formule (3.8) lorsque
φ = 1l. Dans e as, nous avons :
Ψ∗ω|(q˜,g,h) = Adh−1
(
ω˜|q˜ + Λq˜ ◦ θG|g
)
+ θH|h − iθ
qui est à omparer ave la formule (3.4). Comme nous l'avons déjà expliqué, le terme sup-
plémentaire iθ est exatement e qu'il faut pour pouvoir plonger les 1-formes de onnexion
dans le omplexe des formes non ommutatives.
D'après la relation d'équivariane (3.9), Λ (resp. φ) est un opérateur d'entrelaement
entre la représentation de G0 sur GC (resp. HC) ave la représentation de G0 sur l'algèbre
Mn ≃ VectC(1l,H). Ainsi, par le lemme de Shur, et opérateur se déompose en une
somme direte d'isomorphismes entre représentations irrédutibles isomorphes entre GC
(resp.HC) etMn ≃ VectC(1l,H). Si l'on demande que la onnexion soit antihermitienne, on
doit alors identier les isomorphismes qui orrespondent à des représentations onjuguées
les unes aux autres ou diretement regarder les représentations réelles.
Remarque. Cette aratérisation loale des onnexions non ommutatives invariantes
est équivalente à la aratérisation globale. Cela se voit en déomposant tous les degrés
de liberté dans les deux situations et en les omparant.
D'après la déomposition (3.8), il est faile d'érire une expression loale sur M . Une
setion S : M → E˜ peut être fatorisée par une setion loale s = sQ˜ × sG sur le bré
Q′ = Q˜×G et une setion sH sur le bré trivial Q′ ×H . L'appliation
S = Ψ ◦ sH ◦ s
est donnée par le diagramme suivant :
Q′ ×H pr1 //
Ψ

Q′ = Q˜×G

sH
mm
E˜
π˜ //M = M/G×G/G0
s=sQ˜×sG
TT
S
ll
.
Alors, une 1-forme loale de onnexion s'érit
S∗ω = s∗ ◦ s∗H ◦Ψ∗ω˜ ∈ Ω(M)⊗ ΩDer(Mn) .
Il est utile d'érire une setion S de la manière suivante :
S :M −→ E˜
m 7−→ Ψ(sQ˜(m), sG(m), h(m)) .
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On obtient nalement :
S∗ω = Adh−1
(
s∗
Q˜
ω˜ + s∗
Q˜
Λ ◦ s∗GθG + s∗Q˜φ ◦ Adh ◦ (h∗θH − iθ)
)
. (3.11)
Il est intéressant de regarder omment sont implémentées les transformations de jauge
passives. Dans la présente situation, il est naturel de regarder les transformations de
jauge passives qui préservent les symétries de la 1-forme loale de onnexion non ommu-
tative S∗ω. Il existe trois manières de proéder. On peut multiplier :
 sH à droite par un élément h
′ ∈ H ,
 sQ˜ par un élément z0 ∈ Z0, ou enore
 sG par un élément g0 ∈ G0.
Alors S est modiée de la manière suivante :
S 7−→ S ′ = Ψ ◦ (sQ˜ · z0, sG · g0, h · h′) .
Nous pouvons reporter l'ation sur Q˜ et G sur une ation sur H grâe à l'équivariane de
l'appliation Ψ :
Ψ ◦ (sQ˜ · z0, sG · g0, h · h′) = Ψ ◦ (sQ˜, sG, λ(g−10 ) · z−10 · h · h′) .
Ce type de transformations de jauge sera illustré dans les exemples de la prohaine
setion.
3.3 Exemples
Dans ette setion, nous allons appliquer les résultats généraux obtenus sur les on-
nexions invariantes à deux exemples. Le premier exemple sera une généralisation d'une
situation largement étudiée dans le as lassique [FM80, Wit77℄, qui orrespond à la situa-
tion de la symétrie sphérique pour une théorie de jauge ave groupe de struture SU(2)
(voir également [VG99℄ et ses référenes pour des exemples d'appliations).
Le seond exemple sera purement non ommutatif et onsistera à prendre en onsidé-
ration des symétries sur des algèbres de matries.
3.3.1 Symétrie sphérique
Nous allons onsidérer la situation où M = R × R3 \ {0}. Le premier fateur est
paramétré par la oordonnée de temps t et le seond fateur par les oordonnées d'espae
(x, y, z) = ~r. Le groupe de symétrie est G = SU(2) et agit sur R3 \ {0} par les matries
de rotations
3
. Alors G0 est isomorphe à U(1), l'espae homogène G/G0 est isomorphe à
la 2-sphère S2 et M/G = R × R+∗. Nous allons nous intéresser à des théories de jauge,
dont le groupe de struture est H = SU(2) et don pour la partie non ommutative nous
avons Mn = M2(C).
Nous pouvons tout d'abord traiter et exemple par l'approhe globale 3.2.1. Notons que
de manière générale, tout bré prinipal de groupe de struture SU(2) sur M est trivial
3
nous onsidérons l'espae R3 \ {0} pare que nous voulons une ation simple.
Setion 3.3  Exemples 79
du fait que M = R × R+∗ × S2, où R × R+∗ est un espae ontratible et dim(S2) = 2.
Alors, nous pouvons toujours identier E, au bré trivial :
E =M × SU(2) =M/G× S2 × SU(2) .
Nous pouvons ainsi remonter l'ation deG sur la baseM en une ation sur le bré prinipal
E. Pour ela nous devons spéier une ation de G sur le groupe de struture H . Nous
pouvons étendre ette ation de manière triviale, en onsidérant l'ation (g, h) 7→ h ∀g ∈
G, ∀h ∈ H . Alors la théorie réduite est une théorie de jauge ave groupe de struture
SU(2) sur M/G et la situation n'est don guère intéressante du point de vue de l'ation
du groupe G. Une ation du groupe G sur H , plus intéressante à étudier et naturelle dans
notre situation ar G = H , est la suivante :
G×H −→ H
(g, h) 7−→ g · h .
Ave ette ation, on voit que l'appliation λ est un endomorphisme et que nous pouvons
onsidérer le bré réduitQ de telle manière que λ = 1l. Alors nous avons Z0 = G0 = U(1)Z ,
où :
U(1)Z := {exp (2ǫT3), ǫ ∈ R}
et {T1, T2, T3} sont des générateurs antihermitiens de su(2) qui satisfont :
[T1, T2] = T3 [T2, T3] = T1 [T3, T1] = T2 .
Le bré réduit Q est isomorphe à M/G × {N, S} × U(1), où N et S sont les ples sud
et nord de la 2-sphère S2. Sans perdre de généralité, nous pouvons restreindre le bré Q
au point N , la relation de symétrie venant de l'ation du groupe Z2 orrespondant à la
onjugaison sur les nombres omplexes. Dans la présente situation, le diagramme (3.1)
devient :
U(1)Z
  //
 t
''OO
OO
Z2 ⋉ U(1)Z // // y
,,XXXXX
XXXX
XXX

Z2 
w
**UUU
UUU
UUU
UUU
U

SU(2) 
 // S2 × SU(2) // //

S2

U(1)Z // t
''OO
OO
M/G× {N,S} × U(1)Z
piQ // //
 y
,,XXXXX
XX

{N,S} ×M/G w
**UUU
UU

SU(2) // M/G× S2 × SU(2) pi // //

M/G× S2

M/G
XXXXX
XXXXX
XXXXX
XXX
XXXXX
XXXXX
XXXXX
XXX M/G
UUU
UUU
UUU
U
UUU
UUU
UUU
U
M/G M/G
Ii nous avons L = M = VectR(T1, T2), K = 0 et W0 = VectC(1l, T3). On peut alors
failement voir que F ≃ LC ⊕ MC. Finalement, une onnexion non ommutative est
aratérisée par deux setions ψ et ζ surM/G à valeurs dans VectC(T1, T2) et une 1-forme
non ommutative µ − η ∈ (Ω(M/G) ⊗ Ω(W0))1. Ii Ω1(W0) est simplement W0 du fait
que Z0 est un espae vetoriel de dimension 1. Si nous regardons seulement les onnexions
antihermitiennes, alors nous pouvons onsidérer seulement des espaes vetoriels sur R,
et ψ et ζ peuvent être interprétés omme des hamps salaires omplexes (ela est dû au
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fait que L = M ≃ C). Dans e as, on a C = C∞(M/G) ⊗ W0 et SU(C) = {eχT3 =
cos χ
2
1l + sin χ
2
T3, χ ∈ C∞(M/G)}.
Dans et exemple partiulier, l'approhe loale de la setion 3.2.2 est bien adaptée
à la struture de l'espae de base M . Alors, nous allons faire le reste de ette analyse
en utilisant es tehniques. Le bré prinipal E peut être onstruit à partir d'un bré
prinipal de groupe de struture U(1) et des lasses de onjugaison [λ] = [1l].
Une onnexion invariante est donnée expliitement par la formule (3.8). Pour simplier
l'analyse, nous allons onsidérer seulement les onnexions antihermitiennes sans trae
4
. En
utilisant les notations et résultats de la setion 3.2.2, nous sommes amenés à aratériser
la déomposition de la représentation adjointe de SU(2) en représentations irrédutibles
de U(1)Z . La représentation adjointe de SU(2) se déompose en la représentation fon-
damentale de U(1) sur VectRT3 et la représentation de dimension 2 sur VectR(T1, T2),
orrespondant à la représentation fondamentale de SO(2). La propriété d'invariane (3.9)
donne :
Λ(T1) = Λ1T1 + Λ2T2 φ(T1) = φ1T1 + φ2T2
Λ(T2) = −Λ2T1 + Λ1T2 φ(T2) = −φ2T1 + φ1T2
et en utilisant (3.9) et (3.10), on a :
Λ(T3) = φ(T3) = ηT3 ,
où η est une fontion sur M/G.
Choix de jauge (setion loale)
Maintenant, si nous voulons érire l'expression loale (3.11) de la 1-forme de onnexion,
nous devons faire le hoix d'une setion loale ou hoix de jauge. Il y a deux jauges
partiulièrement intéressantes à onsidérer.
Une première jauge, que nous allons appeler jauge singulière, peut être dénie en
onsidérant la setion loale onstante :
sH : Q
′ → Q′ ×H
q′ 7→ (q′, e) .
Le deuxième hoix de jauge naturel à onsidérer est le suivant :
sG : S
2 → SU(2)
(ϑ, ϕ) 7→ g = eϕT3eϑT2 ,
où nous avons hoisi (ϑ, ϕ) omme oordonnées loales sur S2, qui sont les oordonnées
sphériques habituelles. Dans SU(2), ϑ, ϕ orrespondent à deux des paramètres d'Euler.
Nous avons alors :
S∗ω = aT3 + (Λ1T1 + Λ2T2)dϑ+ (Λ1T2 − Λ2T1) sinϑdϕ + ηT3 cos ϑdϕ
− [(φ1T1 + φ2T2)θ1 + (φ1T2 − φ2T1)θ2 + ηT3θ3] , (3.12)
4
Les termes ave trae dans une onnexion orrespondent aux termes proportionnels à 1l dans l'algèbre
Mn = VectC(1l,H) et peuvent être étudiés indépendamment des termes sans trae.
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où a = ardr + atdt ∈ Ω1(R × R+∗) et iθ = Taθa. Cette 1-forme de onnexion généralise
e qu'on appelle habituellement l'ansatz de Witten [Wit77℄ qui est retrouvé en prenant
φ1 = η = 1 et φ2 = 0 (i.e. φ = 1l). Le terme orrespondant à la 1-forme cosϑdϕ est souvent
appelé terme de monopole et on remarquera qu'il n'est plus onstant dans notre approhe,
puisqu'il est fatorisé par une fontion η. Les singularités apparaissant dans (3.12) sont
dues au fait que l'on essaye d'étendre le système de oordonnée sphérique de manière
globale sur S2. Cette extension n'est pas possible dans ette jauge et 'est pour ela que
nous l'appelons jauge singulière. Cependant, nous pouvons introduire une autre jauge
dans laquelle l'extension de ette 1-forme loale à une 1-forme globale est possible. Cette
jauge est la jauge régulière ou enore radiale, dénie par la setion suivante :
S : M −→ E˜ (3.13)
(r, ϑ, ϕ) 7−→ Ψ(sQ˜(r), eϕT3eϑT2 , e−ϑT2e−ϕT3) . (3.14)
Elle peut être obtenue à partir de la jauge singulière en faisant une transformation de
jauge passive qui onsiste à multiplier la setion sH par l'élément h
′ = e−ϑT2e−ϕT3 ∈ H .
Alors, en appliquant la formule (3.11), la 1-forme loale s'exprime de la manière suivante :
S∗ω = aTr + Λ1[Tr, dTr]− Λ2dTr
− φ1[Tr, dˆTr] + φ2dˆTr − ηTrθr ,
(3.15)
où
Tr = sin ϑ cosϕ T1 + sinϑ sinϕ T2 + cosϑ T3
θr = sin ϑ cosϕ θ1 + sinϑ sinϕ θ2 + cosϑ θ3
et dˆ = d + d′ est la diérentielle non ommutative introduite dans la setion 2.2. L'ab-
sene de singularité s'explique simplement par le fait que les angles (ϑ, ϕ) des oordonnées
sphériques n'apparaissent pas expliitement dans l'expression (tout s'exprime en fontion
du générateur Tr). Pour illustrer le fait que nous avons obtenu en fait une 1-forme glo-
bale, nous pouvons donner quelques formules en oordonnées eulidiennes. Introduisons
la notation S∗ω = a+ Aai Tadx
i − φabTaθb. Alors la formule (3.15) nous donne :
Aai =
Re(ψ − iφ)
r
P ai +
Im(ψ − iφ)
r
gabǫibcnˆ
c
φab = Re(φ) P
a
b + Im(φ) g
acǫbcdnˆ
d + η nˆanˆb
,
ave nˆa = x
a
r
, P ab = δ
a
i − nˆanˆi, gab la métrique eulidienne et ǫabc le tenseur totalement
antisymétrique tel que ǫ123 = 1. Nous avons introduit les notations pratiques ψ = −Λ2 +
iΛ1 et φ = φ1 + iφ2.
Finalement, nous voudrions montrer que les deux autres transformations de jauge
passives (sur sG et sQ˜ mentionnées à la n de la setion 3.2.2) peuvent être eetuées.
Elles vont en fait orrespondre à des symétries U(1) résiduelles. En terme des deux hamps
salaires omplexes ψ et φ, l'équation (3.15) devient :
S∗ω = aTr + Re(ψ − iφ)dTr + Im(ψ − iφ)[Tr, dTr]
+ Re(−iφ)d′Tr + Im(−iφ)[Tr, d′Tr]− ηTrθr .
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Les transformations de jauge passives U(1) orrespondent aux transformations sur sG
et sQ˜ données par :
sG ; sG · eχ0T3
sQ˜ ; sQ˜ · eχ1T3
,
où χ0(r, t) et χ1(r, t) sont deux fontions arbitraires de r et t, e qui orrespond aux
transformations suivantes sur les hamps ψ et a :
ψ ; ei(χ1+χ0)ψ
a ; a− ηd(χ1 + χ0)
. (3.16)
Nous pouvons remarquer que les hamps salaires φ et η restent inhangés sous es trans-
formations de jauge passives. Nous pouvons également remarquer la similarité ave les
transformations de jauge usuelles dans le as abélien.
Vraies transformations de jauge
Il est également possible de regarder à quoi orrespondent les transformations de jauge
du point de vue de la géométrie non ommutative (voir setion 2.2). Commençons par
redénir le hamps φ en posant φ = 1−φ′. Alors, une transformation de jauge symétrique,
paramétrée par un élément eχT3 ∈ SU(C), où χ est une fontion sur M/G = R × R+∗,
nous amène aux transformations suivantes :
φ′ ; e−iχφ′
ψ ; e−iχψ
a ; a + dχ
. (3.17)
Notons que es transformations ressemblent beauoup plus à des transformations de jauge
ordinaires.
3.3.2 Un exemple purement non ommutatif
Nous présentons dans ette setion un exemple purement non ommutatif, dans le
sens où l'espae de base M est réduit à un point. L'algèbre des endomorphismes A est
alors tout simplement l'algèbre des matries Mn qui fut traitée dans la setion 2.2. Alors
quelque soit le groupe G agissant sur ette algèbre, nous avons G = G0 et λ est un
homomorphisme de G dans H . Le problème se réduit ainsi à aratériser les onnexions
non ommutatives G-invariantes sur le module Mn. Pour simplier l'analyse, nous nous
restreindrons omme préédemment aux onnexions sans trae.
La proédure générale à suivre est de tout d'abord étudier la représentation λ de G
dans Mn et ensuite de déterminer omment la représentation Ad
H ◦ λ se déompose en
représentations irrédutibles de G. Ces représentations irrédutibles orrespondent aux
diérents degrés de liberté d'une onnexion non ommutative invariante, 'est-à-dire un
hamp salaire pour haque opérateur d'entrelaement entre représentations équivalentes.
Enn, an d'illustrer e résultat, prenons le as partiulier où G = SU(2). Il est bien
onnu que les représentations de SU(2) dans Mn sont paramétrées par les partitions de
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n (voir [DV99℄ par exemple). Par exemple, pour A = M3(C), les représentations sont
indexées par les partitions 1+1+1, 2+1 et 3 de 3. Elles sont dérites de la manière
suivante :
 la représentation 1+1+1 orrespond à la somme de 3 opies de la représentation
triviale. La représentation AdH ◦ λ est déomposée en la somme de 8 opies de la
représentation triviale de SU(2). Cela donne don lieu à 64 hamps salaires. Ce
as n'est pas très intéressant du fait que le groupe SU(2) n'agit pas sur M3(C).
 la représentation 2+1 orrespond à la représentation rédutible de SU(2) qui est
la somme de la représentation fondamentale et la représentation triviale. La re-
présentation AdH ◦ λ est déomposée en représentations irrédutibles de SU(2) de
dimensions 3, 2, 2 et 1 (6 hamps salaires).
 la représentation 3 orrespond à la représentation de dimension 3 de SU(2). Dans
e as, la représentation AdH ◦ λ se déompose en représentations irrédutibles de
SU(2) de dimensions 3 et 5 (2 hamps salaires).
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Chapitre 4
Modèles physiques
Dans e hapitre, nous allons voir diérents modèles onstruits dans le adre de la
géométrie non ommutative des algèbres d'endomorphismes. Ce seront essentiellement
des modèles de théorie lassique des hamps généralisant les théories de jauge. Nous sa-
vons que les hamps de Yang-Mills ordinaires peuvent être dérits au moyen de onnexions
sur des brés. La théorie des onnexions sur des algèbres non ommutatives et le alul
diérentiel non ommutatif ont été introduits dans le hapitre 2 et permettent de généra-
liser e type de modèles. An de pouvoir garder une interprétation en terme de théorie des
hamps ordinaire, les algèbres que l'on onsidère sont généralement fortement reliées aux
algèbres de fontions sur l'espae-temps. Comme nous l'avons vu, les algèbres d'endomor-
phismes peuvent se substituer omplètement aux brés prinipaux lorsque l'on étudie les
théories de jauge ordinaires. Le fait de travailler dans e adre va nous permettre d'obte-
nir des généralisations des modèles ordinaires de manière très éonome et de fournir une
interprétation géométrique des hamps de Higgs.
Dans un premier temps, nous allons onsidérer des algèbres d'endomorphismes orres-
pondant à des brés triviaux et nous verrons omment interpréter les hamps de Higgs
omme partie d'une onnexion dans les diretions non ommutatives. Dans un seond
temps, nous étudierons es modèles dans le as d'algèbres d'endomorphismes non triviales.
Nous verrons qu'il est alors possible de dénir la notion de struture Riemannienne sur
une algèbre d'endomorphismes et que la notion de onnexion Riemannienne dans e adre
permet de généraliser la théorie d'Einstein de la gravitation. Cette généralisation reproduit
un méanisme similaire à elui renontré dans les théories usuelles de type Kaluza-Klein.
Enn, nous dérirons l'ation de Maxwell non ommutative pouvant être onstruite à
partir d'une telle struture Riemannienne. On verra que e modèle orrespond du point
de vue de la géométrie ordinaire à un modèle de Yang-Mills-Higgs sur un espae ourbe
où le méanisme de Higgs usuel est ouplé de manière intéressante à la "géométrie de
l'algèbre d'endomorphismes.
4.1 Modèles de Yang-Mills-Higgs et géométrie non
ommutative
Ces types de modèles non ommutatifs furent les premiers à utiliser la géométrie non
ommutative pour tenter de omprendre la struture du Lagrangien du modèle standard et
86 Chapitre 4  Modèles physiques
furent étudiés dans une série de papiers [DVMK89a, DVMK89b, DVKM90b, DVKM90a,
DVMK91℄. D'autres approhes furent également proposées dans [Coq90, CHS95℄ ou en-
ore dans [CL91℄ puis développées dans [CC97, Con96℄ an de reproduire le Lagrangien
lassique du modèle standard et l'ation de Einstein-Hilbert au sein d'une ériture extrê-
mement ompate. L'idée générale sous-jaente à tous es modèles est de se donner une
algèbre A et un alul diérentiel Ω sur ette algèbre, ainsi qu'un A-module muni d'une
Ω-onnexion.
Dans ette setion, nous allons voir des exemples d'algèbres A de la forme A =
C∞(Rs+1) ⊗ A0, ave A0 une algèbre, et nous prendrons omme alul diérentiel elui
basé sur les dérivations Ω = Ω
Der
(A) présenté dans la setion 1.4. Les modèles onstruits
sur e type d'algèbres ont alors une interprétation en terme de théorie de Yang-Mills ou-
plée à des hamps de Higgs qui sont la partie d'une onnexion dans les diretions non
ommutatives. Nous allons reprendre la présentation qui en est faite dans [DV99℄.
Algèbres matriielles
Nous pouvons tout d'abord faire une desription de la situation pour une algèbre
matriielle A = Mn(C). Toutes les dérivations de Mn(C) sont intérieures, grâe à quoi
l'algèbre de Lie Der(Mn(C)) est isomorphe à sln(C).
Comme il a déjà été mentionné dans la setion 2.2, on a :
Ω
Der
(Mn(C)) ≃ Mn ⊗
∧
sl∗n . (4.1)
Il est utile d'introduire une base de matries Ek, k ∈ {1, 2, . . . , n2 − 1} de taille n× n,
hermitiennes et sans trae. Les dérivations intérieures ∂k = ad(iEk) forment une base des
dérivations réelles. On a don DerR(Mn(C)) ≃ su(n) et [∂k, ∂ℓ] = Cmkℓ∂m, où Cmkℓ sont les
onstantes de strutures de su(n) (ou sl(n)).
On dénit les éléments θk ∈ Ω1
Der
(Mn(C)) par la relation θ
k(∂ℓ) = δ
k
ℓ 1l. Ces élé-
ments engendrent l'algèbre diérentielle graduée Ω
Der
(Mn) qui admet la présentation
suivante [DVKM90b℄ [DV90℄ :
EkEℓ = gkℓ1l + (S
m
kℓ −
i
2
Cmkℓ)Em
Ekθ
ℓ = θℓEk
θkθℓ = −θℓθk
dEk = −CmkℓEmθℓ
dθk = −1
2
Ckℓmθ
ℓθm
,
où gkℓ = gℓk, S
m
kℓ = S
m
ℓk sont réels, gkℓ sont les omposantes de la métrique de Killing
de su(n) et Cmkℓ = −Cmℓk sont les onstantes de strutures (réelles) de su(n). La formule
donnant dEk peut être inversée et l'on a :
θk = − i
n2
gℓmgkrEℓErdEm , (4.2)
où gkℓ sont les omposantes de la matrie inverse de (gkℓ).
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L'algèbre diérentielle graduée Ω
Der
(Mn) admet une 1-forme anonique θ dénie par :
iθ : Der(Mn) −→ sln
adγ 7−→ γ − 1
n
Tr(γ)1l ,
pour tout γ ∈Mn. Elle satisfait la relation :
d′iθ − (iθ)2 = 0 .
Elle sert également à exprimer la diérentielle non ommutative sur les éléments de l'al-
gèbre Mn :
d′γ = [iθ, γ] ∀γ ∈ Mn = Ω0
Der
(Mn) .
En omposante, on a θ = Ekθ
k
ou enore iθ = Tkθ
k
, où Tk = iEk est une base de
générateurs antihermitiens de sl(n). Notons également que 'est une forme réelle, i.e.
θ = θ∗, et indépendante du hoix de la base (Ek).
Remarque. La forme ω = dθ permet de dénir une struture sympletique sur Mn(C)
(voir [DVKM90b℄). De plus θ est invariante, i.e. LXθ = 0, et tout élément invariant de
Ω1
Der
(Mn(C)) est un multiple de θ. Ainsi, θ est un élément anonique invariant de
Ω1
Der
(Mn(C)).
Connexions sur Mn
La ∗-algèbreMn(C) est une algèbre simple ave seulement une représentation irrédu-
tible dans Cn. Un module (à droite) projetif de type ni sur Mn(C) est toujours de la
formeMK,n(C), l'ensemble des matries de taille K×n sur lesquellesMn(C) agit à droite.
Alors le groupe des automorphismes sur un tel module, Aut(MK,n(C)), est le groupe
GL(K) agissant par multipliation à gauhe. Le module MK,n(C) est naturellement doté
d'une struture hermitienne donnée par :
h(Φ,Ψ) = Φ∗Ψ ,
où Φ∗ est la matrie hermitique onjuguée de Φ. Ainsi, le groupe de jauge est le groupe
U(K) des matries de taille K unitaires.
Le module MK,n(C) admet une onnexion anonique
0
∇ donnée par :
0
∇Φ = −iΦθ où Φ ∈MK,n(C) . (4.3)
Le fait que ela dénisse une onnexion vient de la relation :
0
∇(ΦM) = (
0
∇Φ)M + Φ[iθ,M ] (4.4)
et de l'expression de d′M pour M ∈Mn(C). Cette onnexion est hermitienne et sa our-
bure est nulle.
Nous pouvons alors érire toute onnexion ∇ sous la forme ∇Φ =
0
∇Φ + AΦ où
A = Akθ
k
ave Ak ∈ MK(C) et AΦ := AkΦ ⊗ θk. La onnexion ∇ est hermitienne si et
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seulement si les matries Ak sont antihermitiennes, 'est-à-dire A
∗
k = −Ak. La ourbure
de ∇ est donnée par ∇2Φ = FΦ = FkℓΦ⊗ θkθℓ ave
F =
1
2
([Ak, Aℓ]− CmkℓAm)θkθℓ. (4.5)
Alors ∇2 = 0 si et seulement si les matries Ak forment une représentation de l'algèbre
de Lie sl(n) dans CK . De plus, deux telles onnexions sont dans la même orbite vis-à-
vis de l'ation du groupe Aut(MK,n(C)) = GL(K) si et seulement si les représentations
orrespondantes de sl(n) sont équivalentes. Cela implique [DVKM90b℄ que l'ensemble
des orbites des onnexions plates hermitiennes (∇2 = 0) peut être mis en bijetion ave
l'ensemble des lasses de représentations de su(n) sur CK unitairement équivalentes. A
titre d'exemple, pour n = 2, es orbites sont lassées par le nombre de partitions de l'entier
K, i.e. card{(nr)|
∑
r nr.r = K}. On peut remarquer que l'on retrouve ii une relation
analogue à elle trouvée dans le deuxième exemple dans la setion 3.3.2.
Fontions à valeurs matriielles
Nous pouvons maintenant revenir au as A = C∞(Rs+1) ⊗ Mn(C). Soit xµ, µ ∈
{0, 1, . . . , s}, les oordonnées anoniques de Rs+1. On a :
Ω
Der
(C∞(Rs+1)⊗Mn(C)) = ΩDer(C∞(Rs+1))⊗ ΩDer(Mn(C)) . (4.6)
Ainsi, la diérentielle dˆ peut s'érire omme la somme de deux diérentielles dˆ = d+ d′,
où d est la diérentielle le long de Rs+1 et d′ est la diérentielle de Ω
Der
(Mn(C)).
Nous allons onsidérer des modules projetifs de type ni de la forme C∞(Rs+1) ⊗
MK,n(C). Un tel module est doté d'une struture hermitienne naturelle :
h(Φ,Ψ)(x) = Φ(x)∗Ψ(x) ∀x ∈ Rs+1 .
En tant que C∞(Rs+1)-module, 'est un module libre et ela nous permet de dénir,
pour tout élément Φ ∈ C∞(Rs+1)⊗MK,n(C), la diérentielle d de la manière suivante :
dΦ(x) =
∂Φ
∂xµ
(x)dxµ .
Une onnexion sur le C∞(Rs+1)⊗Mn(C)module C∞(Rs+1)⊗MK,n(C) est de la forme
∇Φ = d′Φ− iΦθ + AΦ (4.7)
ave A = Aµdx
µ + Akθ
k
, où Aµ et Ak sont des fontions sur R
s+1
à valeurs dans les
matries de taille K (i.e. des éléments de C∞(Rs+1)⊗MK(C)) et où :
AΦ(x) = Aµ(x)Φ(x)dx
µ + Ak(x)Φ(x)θ
k . (4.8)
Une telle onnexion est hermitienne si et seulement si les matries Aµ(x) et Ak(x) sont
antihermitiennes, ∀x ∈ Rs+1. La ourbure de ∇ est donnée par ∇2Φ = FΦ où
F =
1
2
(∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ])dxµdxν+
+ (∂µAk + [Aµ, Ak])dx
µθk +
1
2
([Ak, Aℓ]− CmkℓAm)θkθℓ . (4.9)
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Une onnexion ∇ est plate (i.e. ∇2 = 0) si et seulement si haque terme de la formule
préédente s'annule et est don équivalente de jauge à une onnexion pour laquelle :
Aµ = 0, ∂µAk = 0 et [Ak, Aℓ] = C
m
kℓA .
Deux onnexions plates sont équivalentes de jauge si et seulement si les représentations
orrespondantes de su(n) dans CK (données par les matriesAℓ) sont équivalentes. Ainsi, à
nouveau, l'ensemble des orbites des onnexions plates hermitiennes (∇2 = 0) peut être mis
en bijetion ave l'ensemble des lasses de représentations de su(n) sur CK unitairement
équivalentes.
Ation de Yang-Mills
Si l'on onsidère Rs+1 omme l'espae-temps de dimension (s + 1), alors l'algèbre
C∞(Rs+1) ⊗Mn(C) peut être interprétée omme l'algèbre des fontions dérivables sur
un espae temps non ommutatif et il est naturel de onsidérer l'ation généralisée de
Yang-Mills (sur un espae-temps eulidien) :
‖F‖2 =
∫
ds+1x tr
{1
4
∑
(∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ])2
+
1
2
∑
(∂µAk + [Aµ, Ak])
2 +
1
4
∑
([Ak, Aℓ]− CmkℓAm)2
}
(4.10)
où gµν = δµν est la métrique sur l'espae-temps et la base Ek des matries hermitiennes
n× n est hoisie de telle sorte que gkℓ = δkℓ, i.e. Tr(EkEℓ) = nδkℓ.
On peut introduire une involution de Hodge sur Ω
Der
(Mn(C)) et l'analogue de l'in-
tégration sur les éléments de Ωn
2−1
Der
(Mn(C)) (essentiellement la trae). En ombinant
es notions ave les notions équivalentes sur Rs+1, on obtient un produit salaire sur
Ω
Der
(C∞(Rs+1) ⊗Mn(C)) (Voir [DVKM90b, DVMK89a℄ pour plus de détails ainsi que
dans la setion 4.2.2).
Cette ation de Yang-Mills non ommutative orrespond à l'algèbre C∞(Rs+1)⊗Mn(C)
et peut être interprétée omme l'ation d'une théorie des hamps sur un espae-temps de
dimension (s+1). Ainsi, ette théorie des hamps orrespond à une théorie de Yang-Mills
U(K) ave potentiel de jaugeAµ(x) ouplée de manière minimale ave des hamps salaires
Ak(x) à valeurs dans la représentation adjointe. Ces hamps salaires interagissent entre
eux par un potentiel quartique.
Cette ation est positive et s'annule pour les hamps de jauge étant sur la même orbite
que le potentiel de jauge Aµ = 0 et Ak = 0. En eet, la ondition ‖F‖2 = 0 est équivalente
à F = 0 et don les orbites de jauge sur lesquelles ette ation s'annule sont lassées par
les lasses de représentations de su(n) dans CK unitairement équivalentes. Ces diérentes
orbites peuvent s'interpréter omme les diérents vides pour la théorie quantique des
hamps onstruite sur e modèle. An de pouvoir faire un développement perturbatif de
ette théorie quantique des hamps, nous devons hoisir un vide et développer les hamps
autour de e vide. Cela orrespond à faire une translation dans l'espae des hamps.
Ainsi, les variables Aµ, Ak sont bien adaptées pour travailler autour du vide spéié par
la représentation triviale de su(n), Ak = 0. Mais si l'on hoisit un vide spéié par une
représentation Rk de su(n), (i.e. [Rk, Rℓ] = C
m
kℓRn), on doit alors utiliser les variables
Aµ et Bk = Ak − Rk (Rk est identié à une fontion onstante à valeurs matriielles).
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Si l'on fait e hangement de variables dans l'ation, on observe que les omposantes Aµ
deviennent massives et que les hamps salaires Bk ont des masses diérentes. Ainsi, le
spetre de masse de la théorie dépend du hoix du vide indexé par Rk. Ce méanisme est
tout à fait analogue au méanisme de Higgs, à ei près que l'invariane de jauge n'est
pas brisée dans le présent modèle. En eet, le terme de masse du hamp Aµ n'est pas
invariant de jauge mais ela est ompensé par le fait que les transformations de jauge sur
les hamps salaires Bk sont inhomogènes. Ainsi, du point de vue de l'interprétation en
théorie des hamps, les hamps Ak peuvent être interprétés omme des hamps de Higgs.
Ces modèles furent les premiers à proposer une ation lassique de type Yang-Mills-
Higgs et ils admettent des variantes et des généralisations. En eet, nous avons hoisi de
prendre le alul diérentiel basé sur les dérivations, e qui rend le modèle assez rigide.
Il est possible d'utiliser d'autres types de aluls diérentiels Ω an d'obtenir d'autres
modèles de théories de jauge non ommutatives dont l'interprétation en terme de théorie
des hamps est beauoup plus prohe du modèle standard [Con90a, CL91, Coq90℄. Il
existe de plus une manière élégante de ombiner la notion de spineur ave la notion
de alul diérentiel et de métrique [Con94℄. On peut également donner une notion de
réalité [Con95℄ en géométrie non ommutative, ainsi qu'une notion de prinipe de moindre
ation [CC97℄.
Le problème majeur de e type de théories reste la quantiation. En eet, lorsque
que l'on quantie une théorie des hamps de type Yang-Mills-Higgs, la struture non
ommutative est perdue. Comme il est suggéré dans [DV99℄, il pourrait être utile d'avoir
une symétrie de type B.R.S. [BRS75℄ basée sur la géométrie non ommutative qui garan-
tirait une interprétation en terme de géométrie non ommutative au niveau quantique.
Malheureusement, auune symétrie de e type n'a été trouvée à e jour.
4.2 Théories de jauge pour les algèbres d'endomor-
phismes
Dans ette setion, nous allons généraliser la onstrution préédente et onstruire
l'analogue d'une théorie Yang-Mills-Higgs sur un bré non trivial à partir d'une algèbre
d'endomorphismes. Pour ne pas trop alourdir les notations, lorsque nous étudierons les
onnexions non ommutatives sur les modules de A, nous onsidérerons le module libre
A. Nous allons tout d'abord rappeler quelques notions essentielles à la ompréhension de
la struture de l'algèbre des endomorphismes qui sont la déomposition des dérivations
et des formes non ommutatives et leurs liens ave les notions relatives à la géométrie
de la variété de base M . Cela nous permettra d'étudier les strutures Riemanniennes
sur l'algèbre des endomorphismes et de voir en quoi es strutures sont similaires aux
strutures Riemanniennes dans les théories de type Kaluza-Klein. Nous verrons enn
omment onstruire l'ation de Maxwell non ommutative généralisant l'ation (4.10)
dans le as où le module est l'algèbre A elle-même, 'est-à-dire un module libre de rang 1
(d'où le nom de théorie de Maxwell).
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4.2.1 Déomposition des degrés de liberté
Dérivations
Rappelons que nous avons la suite exate ourte suivante au niveau des dérivations de
l'algèbre :
A0
  ad //
Der(A)
ρ // // Γ(TM)
γ  // adγ
X  // X|Z(A)
,
où ad est l'appliation envoyant un élément γ ∈ A0 vers adγ ∈ Der(A) et réalise un
isomorphisme entre A0 et Int(A).
Nous avons vu préédemment qu'une onnexion ∇ sur End(E) permet de sinder ette
suite de la manière suivante :
A0
  ad //
Der(A)
ρ // // Γ(TM)
−α(X ) X−αoo
∇X X∇oo
,
où α est la 1-forme non ommutative assoiée à ∇.
Ainsi, toute dérivation X ∈ Der(A) peut se déomposer de la manière suivante :
X = ∇X + adγ avec X = ρ(X ) et γ = −α(X ) .
Formes
Il existe également une suite exate ourte naturelle au niveau des 1-formes non om-
mutatives :
Ω1(M,End(E))   ρ
∗
// Ω1
Der
(A)
ad∗ // // Ω1
Int
(A)
ωM
 // ωM ◦ ρ
ω  // ω ◦ ad
,
où Ω1
Int
(A) ≃ A⊗Z(A) A∗0 (nous appellerons formes intérieures ses éléments).
Comme préédemment, une onnexion ∇ sur End(E) permet de sinder ette suite de
la manière suivante :
Ω1(M,End(E))   ρ
∗
// Ω1
Der
(A)
ad∗ // // Ω1
Int
(A)
ω ◦ ∇ ω∇∗oo
−µ ◦ α µ−α∗oo
,
où α est la 1-forme non ommutative assoiée à ∇.
Ainsi, toute forme ω ∈ Ω1
Der
(A) peut se déomposer de la manière suivante :
ω = ρ∗ωM − α∗ω
Int
avec ω
Int
= ad∗ω et ωM = ∇∗ω . (4.11)
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En eet, on a pour toute dérivation X ∈ Der(A) :
ω(X ) = ω(∇ρ(X ) − adα(X ))
= ωM ◦ ρ(X )− ω
Int
(α(X ))
= ρ∗ωM(X )− α∗ω
Int
(X ) .
Pour les formes de degré plus élevé, nous pouvons faire une déomposition analogue.
Nous avons vu que l'algèbre diérentielle graduée Ω
Der
(A) est engendrée par A. Nous
pouvons ainsi toujours exprimer une forme de degré n ≥ 1 omme une ombinaison
linéaire de produit de 1-formes se déomposant en une partie tensorielle et une partie
intérieure.
Nous allons exprimer ette déomposition de manière loale. Tout d'abord, rappelons
que loalement la forme α assoiée à une onnexion ∇ peut se déomposer de la manière
suivante :
αloc = A− iθ = (Ar − iθr)Er ,
où les matries Ea forment une base des matries hermitiennes de sl(n). Alors toute forme
non ommutative ω peut se déomposer loalement de la manière suivante :
ωloc =
∑
p,q
ωµ1···µp,r1···rqdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµpαr1 · · ·αrq ,
où ωµ1···µp,r1···rq ∈ F(M)⊗Mn. On a alors les relations de transitions simples :
ω′µ1···µp,r1···rqG
r1
s1 · · ·Grqsq = g−1ωµ1···µp,s1···sqg .
où la matrie (Grs) est dénie par :
Adg−1 Es = G
r
sEr .
Remarque. On obtient es relations en onsidérant la manière dont se transforment
les omposantes loales de la forme α lors de hangements de arte, i.e. de la manière
suivante :
α′s(X ′loc) = Gsrαr(Xloc) .
Remarque. Il est lair que dans ette déomposition loale, les indies µ orrespondent à
des indies de formes tensorielles et que les indies a orrespondent aux indies de formes
intérieures de la déomposition (4.11).
4.2.2 Struture Riemannienne et opérateur de Hodge
Nous allons ompléter l'étude des algèbres d'endomorphismes faite dans la setion 2.2
et généraliser les déompositions qui ont été faites loalement dans la setion 2.2.4 et la
sous-setion préédente sur les strutures Riemanniennes.
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Métrique sur les dérivations
Denition 4.2.1. Nous appellerons (pseudo-)métrique sur Der(A) une appliation Z(A)-
bilinéaire symétrique (i.e. un élément de (S2Z(A)Der(A))
⋆A
) :
h : Der(A)⊗Z(A) Der(A) −→ Z(A)
non dégénérée, 'est-à-dire telle que l'appliation :
h♭ : Der(A) −→ Ω1
Der
(A)
X 7−→ [Y 7→ h(X ,Y)]
est injetive.
Cette propriété de non dégénéresene est, dans notre as, équivalente au fait que
Ω1
Der
(A) est engendré en tant que bimodule sur A par son sous-Z(A)-module (Imh♭), i.e. :
A · (Imh♭) ≃ (Imh♭) · A ≃ Ω1
Der
(A) .
Nous avons vu dans la setion 1.4.2 que Der(A) est isomorphe à (Ω1
Der
(A))∗A =
Hom
A
A
(Ω1
Der
(A),A) (voir eq.(1.78)). Nous pouvons ainsi naturellement voir le Z(A)-module
Der(A) omme un sous-module de HomAZ(A)(Ω
1
Der
(A),A) en utilisant l'inlusion :
Der(A) ≃ HomA
A
(Ω1
Der
(A),A) ⊂ HomAZ(A)(Ω1Der(A),A) .
Cei nous mène naturellement à la dénition suivante :
Denition 4.2.2. On dénit le A−Z(A) bimodule A−Der(A) omme étant le bimodule
engendré par Der(A) en tant que sous-A − Z(A)-bimodule de HomAZ(A)(Ω1
Der
(A),A). On
dénit de même le Z(A) − A bimodule Der(A) − A omme étant le bimodule engendré
par Der(A) en tant que sous-Z(A)− A-bimodule de HomZ(A)
A
(Ω1
Der
(A),A).
Alors, nous pouvons prolonger une métrique h sur Der(A) en un homomorphisme de
bimodules :
h : A− Der(A)⊗Z(A) Der(A)− A −→ A .
L'appliation h♭ devient alors un homomorphisme de A−Z(A) bimodules de A−Der(A)
dans Ω1
Der
(A) et la ondition de non dégénéresene de h est équivalente au fait que ette
appliation est un isomorphisme, i.e. :
A− Der(A) h♭≃ // Ω1Der(A) .
Comme nous l'avons fait pour les 1-formes non ommutatives, nous pouvons assoier
anoniquement à une métrique h sur Der(A) une appliation Z(A)-linéaire symétrique
h
Int
= ad∗h : A0 ⊗Z(A) A0 → Z(A) que nous appellerons métrique intérieure. Elle est
dénie par restrition aux dérivations intérieures de la manière suivante :
ad∗h(γ, δ) = h(adγ, adδ) ∀γ, δ ∈ A0 .
Nous dirons qu'une métrique intérieure µ : A0 ⊗Z(A) A0 → Z(A) est non dégénérée
si l'appliation µ♭ : A0 → ΩInt(A) : γ 7→ [η 7→ µ(γ, η)] est injetive. Nous appellerons
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métriques non dégénérées les métriques sur Der(A) dont la métrique intérieure est non
dégénérée.
De même, à toute métrique hM sur Γ(M), on peut assoier une métrique (dégénérée)
ρ∗hM sur Der(A) dénie par la relation :
ρ∗hM (X ,Y) = hM(ρ(X ), ρ(Y)) .
De la même manière que nous l'avons fait sur les 1-formes non ommutatives, si l'on
introduit une onnexion ∇ sur le bré E et que l'on note α la 1-forme non ommutative
orrespondante, nous pouvons assoier à toute métrique intérieure µ une métrique α∗µ
sur Der(A) dénie par :
α∗µ(X ,Y) = µ(α(X ), α(Y)) ∀X ,Y ∈ Der(A)
et à toute métrique sur h sur Der(A) une métrique hM = ∇∗h sur Γ(M) dénie par :
∇∗h(X, Y ) = h(∇X ,∇Y ) .
Nous serions maintenant tentés de déomposer une métrique quelonque sur Der(A)
en une métrique sur Γ(M) et une métrique intérieure à l'aide d'une onnexion arbitraire
∇ sur E . Nous allons voir que ela est toujours possible pour les métriques non dégénérées
et e de manière unique. Nous pouvons résumer la situation dans la propriété suivante :
Proposition 4.2.1. Soit h une métrique sur Der(A) non dégénérée, i.e. telle que la
métrique intérieure h
Int
= ad∗h est non dégénérée, alors il existe une unique onnexion ∇
sur E telle que :
h(∇X , adγ) = 0 ∀X ∈ Γ(M), γ ∈ A . (4.12)
Démonstration : Tout d'abord montrons l'existene d'une telle onnexion loalement.
Il sut de onsidérer la onnexion ∇ dénie par ses expressions loales : (∇X)loc =
Xloc + adA(Xloc), pour tout X ∈ Γ(M), où Xloc est la dérivation loale assoiée à X et A
est la 1-forme loale de onnexion assoiée à ∇ dénie par la relation suivante :
ad∗hloc(A(X), γ) = −h(Xloc, adγ) .
Cette relation dénit omplètement A étant donné que la métrique intérieure ad∗ h est
non dégénérée. En eet, on a alors :
A(Xloc) := −hloc(Xloc, adEa)hab
Int
Eb ,
où (hab
Int
) est la matrie inverse de la matrie (hab) dénie par :
hab = ad
∗ hloc(Ea, Eb) .
Les matries Ea forment une base des matries hermitiennes de sl(n).
On doit vérier que e potentiel de jauge A se transforme bien omme une forme
loale de onnexion. Nous devons tout d'abord nous donner les relations de transition
Setion 4.2  Théories de jauge pour les algèbres d'endomorphismes 95
de la métrique h au-dessus de l'intersetion de deux ouverts trivialisants U et U ′. Sur
U ∩ U ′ 6= ∅, on a h′loc(X ′loc,Y ′loc) = hloc(Xloc,Yloc) pour tous X ,Y ∈ Der(A), ainsi :
h′loc(X, Y ) = hloc(X, Y )
h′loc(adg−1γg, adg−1ηg) = hloc(adγ, adη)
h′loc(X, adg−1ηg) + h
′
loc(adg−1(X·g), adg−1ηg) = hloc(X, adη) ,
pour tous X, Y ∈ Γ(M) et tous γ, η ∈ F(U ∩ U ′)⊗Mn.
Alors, on a :
A′(X) = −h′loc(X, adEa)h′abEb
= −hloc(X, adgEag−1)h′abEb + h′loc(adg−1(X·g), adEa)h′abEb
= −hloc(X, adEe)(G−1)eaGacGbdhcdEb + g−1(X · g)
= g−1A(X)g + g−1(X · g) .
On vérie également que la relation d'orthogonalité (4.12) est bien satisfaite loale-
ment :
hloc((∇X)loc, adγ) = hloc(Xloc + adA(Xloc), adγ)
= hloc(Xloc, adγ) + ad
∗ hloc(A(Xloc), γ)
= 0 .
Ces égalités se reollent bien entre les diérents ouverts trivialisants et la relation (4.12)
est bien vériée de manière globale.
L'uniité de ette onnexion est liée à la non dégénéresene de h et h
Int
. En eet, soit
deux onnexions ∇ et ∇′ vériant (4.12), alors on a :
h(∇X −∇′X , adγ) = 0 ∀X ∈ Γ(M), γ ∈ A . (4.13)
Or, nous savons que la diérene de deux onnexions ∇X−∇′X = adµ(X) est une dérivation
intérieure qui s'exprime à l'aide d'une forme tensorielle µ ∈ Ω(M,End(E)). Ainsi, nous
avons :
h(adµ(X), adγ) = hInt(µ(X), γ) = 0 ∀X ∈ Γ(M), γ ∈ A0 (4.14)
et étant donné que la métrique intérieure h
Int
est non dégénérée, nous avons µ = 0, soit
∇ = ∇′. 
Soit h une métrique sur Der(A) non dégénérée et h
Int
= ad∗h la métrique intérieure
orrespondante, alors, d'après la proposition préédente, nous pouvons lui assoier une
onnexion ∇ sur E de manière unique. Cette onnexion nous permet de déomposer la
métrique h de la manière suivante :
h(X ,Y) = h(∇ρ(X ) − adα(X ),∇ρ(Y) − adα(Y))
= ρ∗∇∗h(X ,Y) + α∗ad∗h(X ,Y)
= ρ∗hM(X ,Y) + α∗h
Int
(X ,Y)
∀X ,Y ∈ Der(A) , (4.15)
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ave hM = ∇∗h et hInt = ad∗h. Cette déomposition généralise la déomposition (4.11)
que l'on a obtenue pour les formes non ommutatives.
Ainsi, une métrique non dégénérée sur Der(A) se déompose en deux parties : une
partie pouvant s'interpréter omme une métrique ordinaire et une partie purement non
ommutative aratérisée par un ensemble de hamps salaires (ou setions d'un ertain
bré). Réiproquement, il est possible de onstruire une métrique non dégénérée à partir
d'une onnexion sur E , d'une métrique ordinaire sur M et d'une métrique dénie sur les
dérivations intérieures.
Un andidat naturel pour la métrique h
Int
est la métrique de Killing [Mas99℄ dénie
par :
hKilling(γ, δ) =
1
n
Tr(γδ) ∀γ, δ ∈ A0 .
Cette métrique fournit une origine partiulière pour les métriques intérieures et peut
être aratérisée par le fait qu'elle est l'unique (à la multipliation par un salaire près)
métrique intérieure invariante pour l'ation :
LadXhInt(Y, Z) = −hInt(adX Y, Z)− hInt(X, adX , Y ) , ∀X, Y, Z ∈ A0 .
De e point de vue, la métrique de Killing joue un rle analogue à la forme θ dénie sur
les dérivations intérieures. En eet, nous avions remarqué dans la setion 4.1 que la forme
θ est l'unique (à la multipliation par un salaire près) forme non ommutative sur Mn
invariante vis-à-vis des dérivations (intérieures) de Mn.
Remarque. La déomposition (4.15) est tout à fait similaire à elle renontrée dans les
théories de type Kaluza-Klein et est son pendant non ommutatif. Cette omparaison est
la même qu'entre les onnexions non ommutatives et les onnexions symétriques dans
les théories de rédution dimensionnelle.
Analyse loale
Nous pouvons donner les expressions loales pour la métrique h dans la base (∂µ, adEa)
par la matrie suivante :
hloc =
(
hµν hµb
haν hab
)
.
Si h est non dégénérée, la matrie (hab) est inversible et nous notons (h
ab
Int
) sa matrie
inverse. Cela nous permet de dénir les omposantes loales d'une onnexion :
Aaµ = −habInthbµ .
Ainsi, toujours dans la base (∂µ, adEa) :
hloc =
(
hµν −Aaµhab
−habAbν hab
)
.
Enn, dans la base (∇µ, adEa) où ∇µ = ∂µ + adAµ, on a :
hloc =
(
hMµν 0
0 hab
)
,
où hMµν = hµν − AaµAbνhab.
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Métrique sur les 1-formes non ommutatives
La notion de métrique peut également être regardée du point de vue dual, 'est-à-dire
sur les 1-formes non ommutatives.
Denition 4.2.3. On appelle métrique sur Ω1
Der
(A) un homomorphisme de bimodules :
h : Ω1
Der
(A)⊗A Ω1
Der
(A) −→ A
non dégénéré et symétrique (voir dénitions suivantes).
Denition 4.2.4. Un homomorphisme h : Ω1
Der
(A)⊗A Ω1
Der
(A)→ A est non dégénéré si
l'homomorphisme de A− Z(A) bimodules :
h# : Ω1
Der
(A) −→ HomAZ(A)(Ω1Der(A),A)
ω 7−→ [η 7→ h(ω, η)]
réalise
1
un isomorphisme :
Ω1
Der
(A)
h#
≃ // A−Der(A) .
Cei est équivalent à dire que le A − Z(A) bimodule Im(h#) est engendré par son sous-
Z(A)-module Der(A), i.e. :
Imh# ≃ A− Der(A) .
Cette ondition est la version duale de la ondition de non dégénéresene pour les mé-
triques sur Der(A).
Denition 4.2.5. Un homomorphisme h : Ω1
Der
(A) ⊗A Ω1
Der
(A) → A est dit symétrique
si l'on a h(ω, η) = h(η, ω) pour tous ω, η ∈ Im g♭ où g est une métrique sur Der(A).
Maintenant, rappelons que les formes basiques et les formes horizontales pour l'ation
de Cartan assoié à Int(A) forment des sous-algèbres diérentielles graduées de Ω
Der
(A)
reliées de la manière suivante :
Ω(M) 
 Bas //
 t
Inv
''NN
NN
NN
NN
NN
N
Ω
Der
(A)
Ω(M,End(E))
* 

Hor
77oooooooooooo
(4.16)
Ainsi, par restrition à Ω(M), il est naturel d'assoier à une métrique h sur Ω1
Der
(A) une
métrique ρ∗h sur Ω(M) qui est un homomorphisme de bimodules :
ρ∗h : Ω(M)⊗F(M) Ω(M)→ F(M) .
Cet homomorphisme se prolonge naturellement en un homomorphisme de bimodules :
ρ∗h : Ω(M,End(E))⊗F(M) Ω(M,End(E))→ A .
1
Nous devons tenir ompte du fait que [Z(A),Ω1
Der
(A)] = 0 pour les algèbres d'endomorphismes an
que h# soit bien un
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De même, on peut assoier naturellement à toute métrique h
Int
sur Ω
Int
(A) une métrique
ad∗hInt sur Ω1
Der
(A) dégénérée sur Ω(M) dénie par :
ad∗ hInt(ω, η) = hInt(ad
∗ ω, ad∗ η) .
Si l'on se donne une onnexion ∇ sur E , on peut assoier à tout homomorphisme de
bimodules g : Ω(M,End(E)) ⊗F(M) Ω(M,End(E)) → A symétrique non dégénérée (i.e.
une métrique sur les formes tensorielles), une métrique ∇∗g sur ΩDer(A) dénie par :
∇∗g(ω, η) := g(ω ◦ ∇, η ◦ ∇) ∀ω, η ∈ ΩDer(A) .
Montrons maintenant une propriété analogue à la propriété 4.2.1.
Proposition 4.2.2. Soit h une métrique sur Ω
Der
(A) telle que la métrique ρ∗h soit non
dégénérée, alors il existe une unique onnexion ∇ sur E tel que :
h(µ ◦ ρ, η ◦ α) = 0 ∀µ ∈ Ω(M,End(E)), ∀η ∈ Ω
Int
(A) . (4.17)
Démonstration : Notons g la métrique sur Γ(M) inverse de ρ∗h. Il sut de prendre la
onnexion dénie loalement par :
A(X) = hloc(g
♭
loc(X), iθ) ∀X ∈ Γ(U) .
On vérie que ela dénit bien une onnexion en onsidérant les relations de transitions
de la métrique hloc.
Nous pouvons alors vérier la relation d'orthogonalité (4.17) pour des éléments µ ∈
Im(g♭). Ainsi, si on prend µ = g♭(X), on a :
hloc(g
♭
loc(X), η ◦ (A− iθ)) = hloc
(
g♭loc(X), η ◦ hloc(g♭(·), iθ)
)− hloc(g♭loc(X), η ◦ iθ)
= η ◦ hloc(g♭loc(X), iθ)− hloc(g♭loc(X), η ◦ iθ)
= 0 ,
où nous nous sommes servis pour passer à la deuxième ligne du fait que
hloc(g
♭
loc(X), g
♭
loc(·)) = g♭loc(X)(·)
(nous ommettons un petit abus de notation ii) et la troisième égalité a un sens du fait
que h est un homomorphisme de bimodules et que g♭loc(X) est à valeurs dans le entre de
l'algèbre, e qui nous permet de faire passer η à l'extérieur de la métrique. L'égalité se
prolonge globalement de telle manière que la relation (4.17) soit satisfaite.
Ainsi, toute métrique h non dégénérée peut se déomposer de la manière suivante :
h = ∇∗hM + ad∗hInt ,
où hM = ρ∗h est une métrique sur Γ(M), hInt = α∗h est une métrique sur ΩInt(A), ∇ est
la onnexion assoiée à h de manière anonique et α est la 1-forme assoiée à ∇.
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Analyse loale
Nous pouvons donner les expressions loales pour la métrique h dans la base (dxµ, iθa)
par la matrie suivante :
hloc =
(
hµν hµb
haν hab
)
.
Si h est non dégénérée, la matrie (hµν) est inversible et nous notons (hMµν) sa matrie
inverse. Cela nous permet de dénir les omposantes loales d'une onnexion :
Aaµ = h
M
µνh
aν
et on a :
hloc =
(
hµν hµνAbν
Aaµh
µν hab
)
.
Ainsi, dans la base (dxµ, αa), on a :
hloc =
(
hµν 0
0 hab
Int
)
,
où hab
Int
= hab − hµνAaµAbν .
Struture Riemannienne
Denition 4.2.6. Soit g une métrique sur Der(A) et h une métrique sur Ω
Der
(A). Nous
dirons que les métriques g et h sont ompatibles entre elles et dénissent une struture
Riemannienne sur A si h# ◦ g♭ = id. En partiulier, on a :
h(g♭(X ), g♭(Y)) = g(X ,Y) ∀X ,Y ∈ Der(A) . (4.18)
Si l'on onsidère le prolongement de l'appliation g♭ à A−Der(A), alors on a g♭ ◦h# = id.
De même, nous avons vu que g se prolonge naturellement en un homomorphisme de
bimodules g : A−Der(A)⊗Z(A) Der(A)− A→ A. Alors on a :
g(h#(ω), h˜#(η)) = h(ω, η) ∀ω, η ∈ Ω
Der
(A) ,
où
h˜# : Ω1
Der
(A) −→ HomZ(A)
A
(Ω1
Der
(A),A)
η 7−→ [ω 7→ h(ω, η)] .
Expressions loales
Soit g et h deux métriques sur Der(A) et Ω1
Der
(A) dénissant une struture Rieman-
nienne sur A. Alors, dans les bases (∂µ, adEa) et (dx
µ, iθa), elles ont pour omposantes
loales :
gloc =
(
gµν gµb
gaν gab
)
hloc =
(
hµν hµb
haν hab
)
.
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Si elles sont non dégénérées, alors on peut dénir :
(gab
Int
) = (gab)
−1
et (hMµν) = (h
µν)−1 ,
ainsi qu'une onnexion dont le potentiel de jauge est donné par la formule suivante :
Aaµ = −gabIntgbµ = hMµνhaν .
Alors, on a :
gloc =
(
gµν −Aaµgab
−gabAbν gab
)
hloc =
(
hµν hµνAbν
Aaµh
µν hab
)
.
Dans la base (∇µ, adEa), (dxµ, αa), on a :
gloc =
(
gMµν 0
0 gab
)
hloc =
(
hµν 0
0 hab
Int
)
,
où
gMµν = gµν − AaµAbνgab
hab
Int
= hab − hµνAaµAbν
.
La ondition de ompatibilité entre g et h s'exprime par le fait que les matries dénies
par gloc et hloc sont inverses l'une de l'autre. En partiulier, on a :{
hMµν = g
M
µν
hab
Int
= gab
Int
.
Dualité de Hodge
Soit g et h deux métriques sur Der(A) et Ω
Der
(A) dénissant une struture Rieman-
nienne sur A. Nous prendrons les mêmes notations que préédemment pour les expressions
loales.
Tout d'abord, remarquons que l'on peut étendre la notion de métrique sur les formes
de degré plus élevé en posant :
hloc(dx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµpαa1 · · ·αaq , dxν1 ∧ · · · ∧ dxνpαb1 · · ·αbq)
= (−1)pq det ((hµiνj )i,j∈[1,p]) det((haibj
Int
)i,j∈[1,q]
)
. (4.19)
Cela nous permet ainsi de prolonger la métrique h en un homomorphisme de bimodule :
h : Ω
Der
(A)⊗AΩDer(A)→ A .
Il est alors naturel de dénir une opération de Hodge :
⋆ : Ωk
Der
(A)→ Ωd+n2−1−k
Der
(A) , (4.20)
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où d est la dimension de la variété M et n le rang des bres de E . Cette opération est
dénie loalement pour une forme ω ∈ Ωr
Der
(A) donnée par ses expressions loales :
ωloc = ωµ1···µp,r1···rqdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµpαr1 · · ·αrq ,
ave p+ q = r. On a alors :
(⋆ω)loc =
(−1)q(d−p)
(d− p)!(n2 − 1− q)!ωµ1···µp,r1···rqh
µ1ν1 · · ·hµpνpǫMν1···νpνp+1···νd
× hr1s1
Int
· · ·hrqsq
Int
ǫs1···sqsq+1···s
n2−1
dxνp+1 ∧ · · · ∧ dxνdαsq+1 · · ·αsn2−1 , (4.21)
où ǫM et ǫ sont les tenseurs dénis de la manière suivante :
ǫMν1···νd =
√
det(gMµν)δ
1··· d
ν1···νd
ǫs1···s
n2−1
=
√
det(gab)δ
1··· n2−1
s1···s
n2−1
.
Le symbole δ1 ··· NA1···AN est le déterminant de la matrie (δ
I
AJ
)I,J∈[1,N ] et δ est le symbole
de Kröneker (e tenseur est souvent appelé tenseur omplètement antisymétrique). On
vérie failement que ette formule dénit bien une forme de degré (d+n2−1− r) et que
l'opération de Hodge satisfait :
⋆⋆ = (−1)r(d+n2−1−r)
sur les formes de degré r.
L'opération de Hodge permet alors de donner une formule expliite pour la métrique h
agissant sur deux formes ω, η ∈ Ω
Der
(A). En eet, on a :
h(ω, η) = ⋆−1(ω ⋆ η) si ω et η sont de même degré
= 0 sinon.
On peut également introduire une forme volume sur Ω
Int
(A) dénie de la manière
suivante :
V
Int
=
1
(n2 − 1)!ǫs1···sn2−1θ
s1 ◦ ad · · · θsn2−1 ◦ ad .
Cette forme volume nous permet d'intégrer une forme ω le long des bres (voir [Mas99℄).
On peut dénir la notion d'intégration le long des bres soit à partir de l'algèbre B
introduite dans la setion 2.2, soit à partir de la déomposition loale des formes. Dans les
deux as, ela revient à utiliser l'intégration sur Ω
Der
(Mn(C)) introduite dans [DVKM90b℄.
Si l'on reste dans Ω
Der
(A), on peut voir qu'une forme ω ∈ Ω
Der
(A) peut toujours se
déomposer de manière unique de la manière suivante :
ω = ρ∗a · α∗V
Int
+ η ,
où la forme a ∈ Ω(M,End E) est dénie en posant :
a = ∇∗ (⋆−1(⋆ω · α∗V
Int
)
)
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et la forme η ∈ Ω
Der
(A) est dénie par :
η = ω − ρ∗a · α∗V
Int
.
On dénit alors l'intégration le long des bres en posant :∫
n.c.
: Ω
Der
(A) −→ Ω(M)
ω = ρ∗a · α∗V
Int
+ η 7−→
∫
n.c.
ω = ∇∗Tr (⋆−1(⋆ω · α∗V
Int
)
)
= Tr(a) .
Cela nous permet de dénir un produit salaire sur Ω
Der
(A) déni de la manière suivante :
(ω, η) =
∫
M
∫
n.c.
ω ⋆ η ,
où
∫
M
est l'intégration usuelle sur la variété de base M .
4.2.3 Connexion linéaire sans torsion
Il est possible d'introduire le onept de onnexion linéaire [DVM96℄ sur Der(A) et
d'assoier à une struture Riemannienne l'unique onnexion linéaire sans torsion laissant
la métrique invariante. Nous appellerons ette onnexion la onnexion de Levi-Cività.
Tout d'abord, rappelons la dénition d'une onnexion linéaire.
Denition 4.2.7. Une onnexion linéaire est une onnexion sur le Z(A)-module Der(A),
'est-à-dire une appliation qui à toute dérivation X ∈ Der(A) assoie une appliation
linéaire DX : Der(A)→ Der(A) satisfaisant :
DX (fY) = X (f)Y + fDX (Y) DfX (Y) = fDX (Y) ∀X ,Y ∈ Der(A), ∀f ∈ Z(A) .
Denition 4.2.8. La torsion TD assoiée à une onnexion linéaire D est la 2-forme non
ommutative à valeurs dans Der(A) (TD ∈ Ω2
Der
(A,Der(A))) dénie par :
TD(X ,Y) = DX (Y)−DY(X )− [X ,Y ] .
Denition 4.2.9. Soit g une métrique sur Der(A) assoiée à une struture Riemannienne
sur A. La onnexion de Levi-Cività assoiée à ette struture Riemannienne est l'unique
onnexion linéaire sans torsion (TD = 0) telle que :
X (g(Y ,Z)) = g(DXY ,Z) + g(Y , DXY) ,
'est-à-dire laissant la métrique invariante. La onnexion de Levi-Cività est alors dénie
par la relation suivante :
2g(DXY ,Z) = X (g(Y ,Z)) + Y(g(X ,Z))− Z(g(X ,Y))
+ g([X ,Y ],Z) + g([Z,Y ],X ) + g([Z,X ],Y) . (4.22)
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Expressions loales et symboles de Christoel
Soit g une métrique sur Der(A), h une métrique sur Ω
Der
(A) dénissant une struture
Riemannienne sur A et D la onnexion de Levi-Cività assoiée. Nous allons aratériser
ette onnexion dans la base loale de dérivations (∇µ, adEa) et dénir les symboles de
Christoel assoiés. En reprenant les notations préédentes pour les expressions loales
de g et h, on trouve les expressions suivantes pour les dérivées ovariantes :
D∇µ∇ν =
1
2
adFµν +Γ
σ
µν∇σ + Γdµν adEd
D∇µ adEb = ad∇µEb +Γ
σ
µb∇σ + Γdµb adEd
DadEa∇ν = Γσaν∇σ + Γdaν adEd
DadEa adEb =
1
2
ad[Ea,Eb]+Γ
σ
ab∇σ + Γdab adEd .
Les oeients ΓCAB sont appelés oeients de Christoel et sont dénis de la manière
suivante :
Γσµν =
1
2
hσρ(∂µg
M
νρ + ∂νg
M
µρ − ∂ρgMµν) Γdµν = 0
Γσµb =
1
2
hσρgebF
e
ρµ Γ
d
µb =
1
2
hdc
Int
∇µgbc
Γσaν =
1
2
hσρgeaF
e
ρν Γ
d
aν =
1
2
hdc
Int
∇νgac
Γσab = −
1
2
hσρ∇ρgab Γdab =
1
2
hdc
Int
LadEcgab
où nous avons utilisé les notations suivantes :
LadEcgab = (LadEcgInt)(Ea, Eb) = −Cecageb − Cecbgae
∇µEa = [Aµ, Ea] = AbµCcbaEc
∇µgab = (L∇µgInt)(Ea, Eb) = ∂µgab − AeµCfeagfb − AeµCfebgaf
Fµν = [∇µ,∇ν ] = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] .
Remarque. Cette onnexion linéaire peut aisément être étendue au bimodule
A − Der(A) ⊗Z(A) Der(A) − A ainsi qu'à Ω1
Der
(A) ⊗A Ω1
Der
(A). Les dérivées ovariantes
loales s'exprimeront alors à l'aide des mêmes oeients de Christoel.
Cette onnexion linéaire a la même déomposition que la onnexion de Levi-Cività
dénie dans les théories de Kaluza-Klein (i.e. sur un bré prinipal de groupe de struture
SU(n)). Il est possible de aluler la ourbure assoiée à ette onnexion, ainsi que la
ourbure salaire orrespondante. Cette ourbure salaire nous permet de dénir une
ation d'Einstein-Hilbert pour l'algèbre A. Cette ation se déompose alors en l'ation de
Einstein-Hilbert standard assoiée à la métrique gM sur la base, l'ation de Yang-Mills
pour la ourbure assoiée à ∇ et une ation de type Higgs pour les omposantes internes
de la métrique qui peuvent s'interpréter omme des hamps salaires. Nous renvoyons
à [Ker81, Ker68, GK88℄ pour plus de détails sur ette onstrution.
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4.2.4 Ation de Yang-Mills-Higgs sur un bré non trivial
Nous allons onstruire l'équivalent de l'ation de Maxwell pour une onnexion non
ommutative sur le module libre A de rang 1. Cette ation peut s'interpréter en terme
de théorie de type Yang-Mills-Higgs sur espae ourbe. Nous verrons qu'elle possède un
méanisme de Higgs se ouplant à la onnexion de référene donnée par une struture
Riemannienne sur A.
Nous allons onsidérer une struture Riemannienne sur A, donnée par une métrique g
non dégénérée sur Der(A) et une métrique h non dégénérée sur Ω1
Der
(A) et une onnexion
non ommutative sur le module libre A, donnée par un élément ω ∈ Ω1
Der
(A).
Nous pouvons onsidérer la onnexion ordinaire ∇ sur End E assoiée à la struture
Riemannienne et l'utiliser pour déomposer la forme ω en une partie tensorielle et une
partie intérieure. Ainsi, on note :
ω = ρ∗a˜ + α− α∗ϕ ,
où a˜ ∈ Ω(M,End E) et ϕ ∈ Ω
Int
(A).
La forme de ourbure assoiée à ω est dénie par :
Ω(X ,Y) = X (ω(Y))− Y(ω(X ))− ω([X ,Y ]) + [ω(X ), ω(Y)] .
On a alors en omposantes loales :
Ωµν = Ω(∇µ,∇ν) = Fµν +∇µa˜ν −∇ν a˜µ + [a˜µ, a˜ν ]− ϕ(Fµν)
Ωµb = Ω(∇µ, adEb) = ∇µϕb + [a˜µ, ϕb]
Ωaν = Ω(adEa ,∇ν) = −∇νϕa − [a˜ν , ϕa]
Ωab = Ω(adEa , adEb) = [ϕa, ϕb]− ϕcCcab
où
ϕa = ϕ(Ea) ∇µϕb = ∂µϕb + [Aµ, ϕb]− CcabAaµϕc
a˜µ = a˜(∂µ) ∇µa˜ν = ∂µa˜ν + [Aµ, a˜ν ]
et A est le potentiel de jauge assoié à ∇.
L'expression globale de la ourbure est alors :
Ω = dˆω + ω ∧ ω
= ρ∗ (FA+a˜ − ϕ(FA))− α∗ρ∗(∇Aϕ+ [a˜, ϕ]) + 1
2
([α∗ϕ, α∗ϕ]− ϕ([α, α]) ,
(4.23)
où FA est la forme tensorielle de ourbure assoiée à la onnexion ∇ et FA+a˜ est la
forme tensorielle de ourbure assoiée à la onnexion ∇ + ada˜. La forme ∇Aϕ + [a˜, ϕ]
est un élément de Ω(M,End E)⊗Ω
Int
(A) et don l'appliation α∗ρ∗ sert à remonter et
élément dans Ω
Der
(A). Nous rappelons que Ω1
Int
(A) ≃ A⊗A∗0 ⊃ A⊗A∗ est naturellement
un Z(A)-module, 'est-à-dire un module sur F(M). Ainsi, ϕ ∈ Ω1
Int
(A) ≃ A ⊗ A∗0 peut
être onsidérée omme la setion d'un bré assoié à P (le bré prinipal orrespondant
à E) dont les bres sont isomorphes à Mn ⊗ sl∗n. La dérivée ovariante ∇A est don la
onnexion sur e bré orrespondant à la onnexion ∇.
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Ation de Maxwell non ommutative
Nous sommes maintenant prêts à érire l'équivalent de l'ation de Maxwell pour la
onnexion non ommutative ω qui prend la forme suivante :
S[ω] = ‖Ω‖2 =
∫
M
∫
n.c.
Ω ⋆ Ω .
En se servant de la déomposition en blos de la métrique, on peut voir que ette ation
est essentiellement omposée de trois termes :
S[ω] = ‖FA+a˜ − ϕ(FA)‖2 + ‖∇Aϕ+ [a˜, ϕ]‖2 + ‖ϕ2 − ϕ‖2
où
‖FA+a˜ − ϕ(FA)‖2 = Tr
∫
M
(FA+a˜ − ϕ(FA)) ⋆M (FA+a˜ − ϕ(FA))
‖∇Aϕ+ [a˜, ϕ]‖2 =
∫
M
∫
n.c.
(∇Aϕ+ [a˜, ϕ]) ⋆ (∇Aϕ+ [a˜, ϕ])
‖ϕ2 − ϕ‖2 =
∫
M
∫
n.c.
((ϕ ◦ α)2 − ϕ(α2)) ⋆ ((ϕ ◦ α)2 − ϕ(α2)) .
Nous pouvons donner les expressions loales de haun de es termes en se restreignant
au-dessus d'un ouvert trivialisant U de M :
‖FA+a˜ − ϕ(FA)‖2loc = Tr
∫
U
1
2
(
FA+a˜µν − ϕ(Fµν)
)
hµρhνσ
(
FA+a˜ρσ − ϕ(Fρσ)
)
‖∇Aϕ+ [a˜, ϕ]‖2loc = Tr
∫
U
(∇µϕb + [a˜µ, ϕb]) hµρhbc
Int
(∇ρϕc + [a˜ρ, ϕc])
‖ϕ2 − ϕ‖2loc = Tr
∫
U
1
2
([ϕa, ϕb]− ϕcCcab) haeInthbf
Int
(
[ϕe, ϕf ]− ϕgCgef
)
et on a noté :
FA+a˜µν = ∂µ(Aµ + a˜ν)− ∂ν(Aν + a˜µ) + [Aµ + a˜µ, Aν + a˜ν ]
= Fµν +∇µa˜ν −∇ν a˜µ + [a˜µ, a˜ν ] .
Cette ation généralise naturellement l'ation (4.10) que nous avons obtenue pour une
onnexion sur le module libre C∞(M) ⊗Mn(C) au paragraphe préédent. On retrouve
bien ette ation en prenant un bré E trivial et un potentiel de jauge Aµ = 0. On voit que
la prinipale diérene ave l'ation (4.10) est loalement l'introdution d'une onnexion
de référene venant d'une struture Riemannienne sur A. Cette onnexion est néessaire
pour déomposer orretement les diérentes expressions loales et an d'obtenir des
expressions qui se reollent bien de manière globale sur M . Notons que de manière
globale, des eets dus à la topologie de la variété de base peuvent également intervenir.
En eet, la présene de lasses aratéristiques non nulles dérites à partir de l'algèbre
des endomorphismes dans la setion 2.2.5 et pouvant être représentées par la onnexion
de référene A peut mener à des eets inattendus.
Dans le as où la signature de la métrique h est positive, 'est-à-dire lorsque hloc est une
métrique eulidienne, la fontionnelle S est positive et son minimum est atteint lorsque :
FA+a˜µν = ϕ(Fµν)
[ϕa, ϕb] = ϕcC
c
ab
∇µϕb + [a˜µ, ϕb] = 0 .
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On peut exhiber deux solutions partiulières qui sont :{
FA+a˜µν = 0
ϕ = 0
et
{
a˜µ = aµ1l (i .e.a˜
a
µ = 0) et ∂µaµ − ∂νaµ = 0
ϕa = Ea ⇔ ϕ = iθ ◦ ad ≃ Id (sur A0) .
On remarque que pour le vide ϕ = Id, le hamp de jauge Aµ n'intervient pas dans la
paramétrisation de la famille de solutions dérite. Au ontraire, pour le vide ϕ = 0, la
ourbure du hamp de jauge A + a˜ doit être nulle don le hamp de jauge Aµ intervient
expliitement dans la paramétrisation des diérents vides. A priori, ii, le hamp de jauge
Aµ n'a pas de dynamique ar, omme nous l'avons vu, elui-i est donné par la struture
Riemannienne sur A que nous avons supposée xée. Ainsi, A joue le rle d'une onnexion
de référene. Il est lair que dans la situation triviale le hamp de jauge Aµ = 0 est une
bonne onnexion de référene et ses utuations sont dérites par la forme tensorielle a˜.
On pourrait imaginer des situations où la variété de base est non triviale et où le bré
E peut également être non trivial omme par exemple dans l'étude des ongurations
instantoniques sur S4 (le ompatié de R4).
D'autre part, nous avons vu que dans la situation triviale (Aµ = 0), du point de vue de
la théorie quantique des hamps, il y a un méanisme analogue au méanisme de Higgs,
'est-à-dire que pour la onguration ϕ = 0, la masse du hamp a˜µ est nulle, alors que pour
la onguration ϕ = Id, le hamp a˜µ aquiert une masse. Ainsi, e méanisme se superpose
au méanisme géométrique faisant intervenir A. Une étude plus systématique du mélange
de es deux méanismes reste enore à faire et notamment l'étude du méanisme de Higgs
dans la situation où la onnexion de référene est non triviale. Notons enn qu'il est
possible de onsidérer des variantes de es méanismes en prenant des modules projetifs
de type ni plus généraux pouvant s'identier loalement aux modules C∞(Rd)⊗MK,n(C).
Il serait également possible de donner une dynamique à la struture Riemannienne sur
A. Il faudrait pour ela branher l'ation de Einstein-Hilbert assoiée à ette struture
Riemannienne. Le hamp de jauge A aurait alors une dynamique et il serait intéres-
sant de omprendre omment elle-i pourrait inuener le méanisme de Higgs présenté
préédemment. Le fait que le méanisme de Higgs soit ouplé à une struture Rieman-
nienne est intéressant du fait que e méanisme est responsable de la masse des partiules
élémentaires dans le modèle standard et leur permet don d'interagir ave le hamp gra-
vitationnel.
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Théorie de Born-Infeld et
généralisations
Nous allons dans e hapitre passer à une étude relativement diérente de elles faites
dans les hapitres préédents. Il s'agit en eet de l'étude de la théorie de Born-Infeld
qui est une théorie de hamps non linéaires généralisant la théorie de Maxwell. Cette
théorie développée dans les années 1920 fut étudiée à plusieurs reprises et dans diérents
ontextes. Elle fut retrouvée réemment en théorie des ordes omme étant, dans une
ertaine approximation, l'ation eetive des états de masse nulle d'héliité 1 de la théorie.
Ces états orrespondent à des hamps de jauge pour une théorie de jauge ave groupe de
struture U(1), et l'ation de Born-Infeld pour es hamps intervient de manière essentielle
pour dérire la dynamique d'objets étendus appelés D-branes. Dans e adre, lorsque l'on
onsidère N D-branes oïnidentes en interation, il est naturel de remplaer le groupe
de struture U(1) par le groupe U(N), l'entier N orrespondant aux valeurs que prennent
les fateurs de Chan-Patton. La question de dénir une ation de Born-Infeld pour des
hamps de jauge non abéliens se pose alors. Nous nous proposerons d'utiliser la théorie
de Maxwell non ommutative, présentée dans le hapitre préédent, an de donner une
généralisation naturelle de l'ation de Born-Infeld. Nous allons présenter les travaux
eetués dans [SMK03, SK03, SMK04℄. Enn, nous étudierons les solutions des théories
de hamps non linéaires obtenues dans e adre.
5.1 Modèle de Born et Infeld
La théorie de Born-Infeld est une théorie non linéaire généralisant la théorie de Max-
well de l'életro-magnétisme. Il est bien onnu que dans la théorie de Maxwell, les harges
pontuelles ont une énergie innie et que les hamps peuvent prendre des valeurs ar-
bitrairement grandes lorsqu'on s'approhe de es harges. Ainsi, après la déouverte de
l'életron, les physiiens ont herhé des modèles dans lesquels l'életron peut être repré-
senté par une distribution de harge étendue. Un des modèles qui eut le plus de suès
fut elui proposé par G. Mie [Mie12℄ en 1912, un modèle d'életro-statique dans lequel le
hamp életrique ne peut dépasser une ertaine borne et dans lequel toute distribution de
harge bornée a une énergie nie. Par analogie ave la notion de vitesse maximale c en
relativité restreinte, G. Mie a introduit la notion de hamp életrique maximal, noté E0.
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Pour ela, il a modié la théorie de Maxwell en introduisant le Lagrangien
1
suivant :
LMie =
√
1−
~E2
E20
. (5.1)
Il était lair qu'un tel Lagrangien ne pouvait dérire une théorie invariante sous l'ation
du groupe de Poinaré du fait de l'absene de hamp magnétique. On peut montrer que
tout salaire formé à partir du hamp életrique et du hamp magnétique, invariant de
Lorentz, peut s'exprimer en terme des deux invariants P = ~E2 − ~B2 et Q = ( ~E · ~B)2.
Ainsi, en 1934, Born proposa [Bor34℄ une généralisation du Lagrangien de Mie onsistant
à remplaer le terme 
~E2 par l'invariant relativiste  ~E2 − ~B2 :
LBorn =
√
1−
~E2 − ~B2
β2
, (5.2)
où β est une onstante dimensionnée orrespondant au hamp életrique E0 de Mie.
Un peu plus tard, Born et Infeld ont essayé de rendre ette théorie ompatible ave
la théorie de la relativité générale d'Einstein. Il onstatèrent que l'on pouvait généraliser
la densité
2
√| det(gµν)| orrespondant à la forme volume usuelle en onsidérant la raine
arrée du déterminant d'un tenseur Tµν quelonque deux fois ovariant. Ainsi ils ont iden-
tié la partie symétrique d'un tel tenseur au tenseur métrique et la partie anti-symétrique
au tenseur représentant la 2-forme de ourbure assoiée au hamp életromagnétique en
posant Tµν = gµν + β
−1Fµν . De ette manière, ils obtinrent une ation généralisant elle
obtenue à partir du Lagrangien de Mie et qui était automatiquement invariante sous l'a-
tion du groupe des diéomorphismes et du groupe des transformations de jauge. L'ation
de Born-Infeld [BI34℄ est la suivante :
SBI [g, F ] =
∫
M
LBI(g, F )d4x =
∫
M
LBI(g, F )
√
|g|d4x (5.3)
=
∫
M
β2
(√
| det(gµν)| −
√
| det(gµν + β−1 Fµν ) |
)
d4x (5.4)
=
∫
M
β2
(
1−
√
1 +
1
β2
(F, F )− 1
4β4
(F, ⋆F )2
)√
|g|d4x (5.5)
=
∫
M
β2
(
1−
√
1 +
1
β2
( ~B2 − ~E2)− 1
β4
( ~E. ~B)2
)√
|g|d4x , (5.6)
où M est une variété Lorentzienne de dimension 4 et d4x = dx0dx1dx2dx3 représente la
mesure de Lebesgue sur un ouvert de M (nous faisons ii un abus de notation en faisant
apparaître expliitement des oordonnées loales sous l'intégrale, le but est de donner une
idée de l'expression loale du Lagrangien LBI). On note enore LBI la densité assoiée au
Lagrangien LBI .
1
Ce que l'on appellera par la suite Lagrangien orrespond en fait à e que l'on appelle habituellement
densité Lagrangienne en physique.
2
Nous appelons ii densité, une quantité pouvant être intégrée sans avoir besoin d'une forme volume,
'est à dire en utilisant diretement la mesure de Lebesgue sur haque ouvert de la variété.
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Remarque. Lorsque la dimension d de la variété de baseM est quelonque, on appellera,
dans la suite, ation de Born-Infeld l'ation obtenue en remplaçant la mesure d4x par ddx
dans l'ériture (5.4) de l'ation de Born-Infeld.
Si on dénit les invariants :
P =
1
4
FµνF
µν =
~E2 − ~B2
2
et S =
1
4
FµνF˜
µν = ~E · ~B, avec F˜ µν = 1
2
ǫµνλρ Fλρ , (5.7)
on peut réérire le Lagrangien de Born-Infeld de la manière suivante :
LBI = β
2
[
1−
√
1 + 2P − S2
]
. (5.8)
5.1.1 Propriétés de l'ation de Born-Infeld
Propriétés basiques
 La théorie de Maxwell est retrouvée lorsqu'on prend la limite β →∞ :
SBI = −
∫
M
1
2
(F, F )
√
|g|d4x+ o( 1
β2
)
= −1
2
∫
M
F ∧ ⋆F + o( 1
β2
)
= −
∫
M
1
2
( ~B2 − ~E2)
√
|g|d4x+ o( 1
β2
) .
(5.9)
 Le hamp életrique a une limite supérieure β lorsque le hamp magnétique est nul :
LBI |B=0 = β2
(
1−
√
1− β−2 ~E2
)
. (5.10)
Pour ette raison, l'énergie d'une partiule pontuelle hargée plaée à l'origine est
nie et le hamp életrique reste borné.
Életrodynamique non linéaire
Notons que dans le adre de la théorie de Born-Infeld, le terme harge pontuelle ne
veut pas forément dire distribution de harge pontuelle.
En eet, il faut interpréter la théorie au sens de l'életrodynamique dans les milieux
(Maxwell-Faraday). Dans ette théorie, on a un hamp életrique
~E, un hamp magnétique
~H = ~H(E,B), un hamp de déplaement (ou indution életrique) ~D = ~D(E,B) et une
indution magnétique
~B, dont les équations du mouvement sont données par les équations
de Maxwell-Faraday (en présene de soures marosopiques) :
~∇ · ~D = 4πρ ~∇× ~H − ∂t ~D = 4π~j
~∇ · ~B = 0 ~∇× ~E + ∂t ~B = 0 .
(5.11)
Dans ertaines situations, les relations entre E,H,D et B, ainsi que les équations de
Maxwell-Faraday peuvent être obtenues à partir d'un prinipe de moindre ation. Il faut
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alors se donner un Lagrangien L(E,B) dépendant seulement de E et B (des deux inva-
riants P (E,B) et Q(E,B) si l'on veut avoir l'invariane relativiste et l'invariane de jauge)
et les hamps D et H sont dénis omme étant les dérivées fontionnelles de l'ation par
rapport à E et B. On peut alors dénir une densité de harge eetive ρeff = ~∇ · ~E. La
densité d'énergie du système est une fontion de D et B et est la transformée de Legendre
du Lagrangien :
H(D,B) = ~E · ~D − L(E,B) . (5.12)
Remarque. On peut faire un parallèle ave la méanique Lagrangienne : le ouple (B,E)
est à omparer au ouple (q, q˙) représentant la position et la vitesse d'une partiule. D
est la variable onjuguée de E et est don similaire à l'impulsion p, variable onjuguée
de q, tandis que H serait l'analogue d'une fore. On peut alors omparer les équations de
Maxwell-Faraday aux équations d'Hamilton-Jaobi.
Retour à la théorie de Born-Infeld . . .
Les équations du mouvement pour la théorie de Born-Infeld peuvent se mettre sous
la forme (5.11) d'équations de Maxwell-Faraday. Le veteur déplaement et le hamp
magnétique sont alors reliés au hamp életrique et à l'indution magnétique de la manière
suivante : 
~D =
∂L
∂ ~E
=
~E + (E ·B) ~B√
1−E2 +B2 − (E · B)2
~H = − ∂L
∂ ~B
=
~B − (E · B) ~E√
1− E2 +B2 − (E · B)2
, (5.13)
et la densité d'énergie a la forme suivante :
H(B,D) =
√
1 +B2 +D2 + (B ∧D)2 − 1 . (5.14)
Nous avons mis la onstante β égale à 1, elle-i peut être rétablie à tout moment par une
redénition des hamps.
On voit que l'énergie est toujours positive et que les hamps D et B n'ont pas de
restrition dans les valeurs qu'ils peuvent prendre. On note également l'invariane de la
théorie sous les rotations életriques-magnétiques :
E + iH → eiα(E + iH)
D + iB → eiα(D + iB) (5.15)
qui orrespond à e qui est souvent appelé dans la littérature la dualité életrique-
magnétique dans la théorie de Born-Infeld.
Enn d'après (5.12), le hamp életrique et le hamp magnétique peuvent s'exprimer
en fontion du veteur déplaement et de l'indution magnétique en dérivant la densité
d'énergie par rapport au veteur déplaement et à l'indution magnétique :
~E =
∂H
∂ ~D
=
~D(1 + B2)− (B ·D) ~B√
1 +B2 +D2 + (B ∧D)2
~H =
∂H
∂ ~B
=
~B(1 +D2)− (B ·D) ~D√
1 +B2 +D2 + (B ∧D)2
. (5.16)
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Remarque. Il est également possible d'introduire les autres transformations de Legendre
de L(E,B) et H(D,B). Entre autre, du fait de la symétrie sous l'éhange de B et D de
H(D,B), la transformée de Legendre H(B,D)− B ·H est une fontion de D et H et a
la même forme que le Lagrangien de Born-Infeld L(E,B). Pour ette raison, on dit que
la théorie de Born-Infeld possède une dualité de Legendre.
Nous pouvons maintenant voir e qui se passe pour une harge pontuelle életrique
de harge e. Nous avons don :
~∇ · ~D = 4πeδ3(r) ⇒ ~D = erˆ
r2
, (5.17)
où rˆ = ~r/r. Il orrespond à ette solution le hamp életrique et la densité de harge
eetive ρeff = ~∇ · ~E suivants :
~E =
erˆ√
e2 + r4
et ρeff =
2e3
r(r4 + e2)
3
2
. (5.18)
Si l'on rétablit la onstante β, on peut introduire un rayon aratéristique r0 en posant :
β = e
r20
et le hamp életrique prend la forme suivante :
~E =
βrˆ√
1 +
(
r
r0
)4 .
On peut alors aluler l'énergie de ette solution :
E = β2
∫ ∞
0
√√√√1 + 1(
r
r0
)4 − 1
 r2dr
=
Γ(1/4)2
6
√
π
e2
r0
≃ 1.23605 e
2
r0
.
Si on identie ette énergie à l'énergie de masse de la partiule en posant E = m0c
2
alors on trouve pour l'életron :
r0 = 1.23605 · e
2
m0c2
≃ 3.48fm
β ≃ 1.8 · 1018volt/cm .
Ainsi, on voit que dans la théorie de Born-Infeld, la masse des partiules peut-être
omplètement reliée à sa harge életrique et que les divergenes présentes dans la théorie
de Maxwell sont éliminées. Nous avons également vu que l'on pouvait assoier à une harge
pontuelle une notion de densité de harge (la densité eetive de harge ρeff ).
Remarque. Il est également possible de onsidérer des solutions de type dyon [Sh69℄
généralisant la solution du monopole életrique de Born-Infeld [Che99℄. Une telle solution
peut être obtenue en faisant une rotation életrique-magnétique de la solution préé-
dente.
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Les ordres de grandeurs que l'on trouve pour l'életron justient que l'on utilise la
théorie de Maxwell dans le domaine de l'életrodynamique lassique. Ainsi, son utilisation
ne s'est pas vraiment avérée néessaire en életrodynamique lassique, mis à part pour
rendre ohérente la théorie.
D'autre part, nous savons que depuis que Dira a introduit son équation pour l'életron,
elui-i est onsidéré omme une partiule pontuelle. De manière plus préise, dans le
adre de la théorie quantique des hamps, l'életron est onsidéré omme un quantum
de hamp. Ainsi, l'intérêt pour les modèles lassiques de partiules hargées de type Born-
Infeld a onsidérablement diminué.
On pourrait ependant se demander, si un tel Lagrangien ne pourrait pas servir de
Lagrangien fondamental pour une théorie quantique et ela fut proposé par plusieurs
personnes omme Dira [Dir62℄. Le problème est que l'on ne sait pas dénir une théorie
quantique des hamps pour un Lagrangien non polynomial (du moins en dimension 4) et
de plus, l'introdution d'une telle théorie au niveau quantique ne s'est pas avérée utile. En
eet, la théorie de l'életrodynamique quantique (QED), basée sur la théorie de Maxwell,
et ses généralisations aux théories de jauge non abéliennes ont abouti au modèle standard
omprenant les trois interations : faible, életro-magnétique et forte. Ce modèle s'est avéré
être en très bon aord ave l'expériene. Ainsi, la théorie de Born-Infeld a longtemps été
onsidérée omme une uriosité pour les physiiens.
5.1.2 Redéouvertes de la théorie de Born-Infeld
Approhe de Boillat
Il faudra attendre les années 1970 pour voir réapparaître le modèle de Born-Infeld dans
les travaux de G. Boillat [Boi70℄ et Pleba«ski [Ple70℄ qui visaient à étudier les propriétés
de la propagation des disontinuités des hamps életriques et magnétiques dans le adre
de la relativité générale. En étudiant les Lagrangiens généraux L (P, S), dépendant don
des deux invariants P et S, il trouvèrent que l'eletrodynamique de Born-Infeld est la
seule théorie pour laquelle il y a absene de biréfringene, i.e. il y a propagation le long
d'un seul ne de lumière et absenes d'ondes de ho. Ainsi, e fut une manière de
partiulariser la théorie de Born-Infeld (il y a en fait deux autres Lagrangiens L = P/S
et le Lagrangien de Maxwell qui sont partiularisés dans leurs études). Il s'est également
avéré que le Lagrangien de Born-Infeld a des propriétés de dualité életrique-magnétique
et dualité de Legendre (voir [BB84, GH01, GR95℄ et remarques préédentes).
La théorie de Born-Infeld en théorie des ordes
Il y a eu une renaissane de l'intérêt pour la théorie de Born-Infeld en théorie des ordes
à partir de 1985, lorsque l'ation de Born-Infeld fut retrouvée [FT85℄ omme étant une
partie (dans l'approximation de hamps onstant) de l'ation eetive, des exitations
de masse nulle et spin 1 du hamp de ordes. Ainsi, l'ation de Born-Infeld peut être
omparée à l'ation eetive d'Euler-Heisenberg [HE36℄ en életrodynamique quantique.
La dynamique des états sans masse de ordes ouvertes se propageant dans un espae
plat peut être dérit, à ouplage faible, par une ation eetive S(A) pour un potentiel de
jauge SU(N), A. Cette ation admet une expansion en α′ dont les termes sont exprimés
en terme de puissanes de la ourbure F assoiée à A et de ses dérivées ovariantes. Cette
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ation admet plusieurs interprétations diérentes en théorie des ordes. Tout d'abord,
elle reproduit, à l'ordre des arbres, l'amplitude de disque alulée diretement en théorie
des ordes. Deuxièmement, les équations du mouvement venant du prinipe variationnel
assoié à S orrespondent à la ondition d'annulation de la fontion β, due à la symétrie
onforme du modèle sigma de ordes ouvertes ave des interations du type boules
de Wilson TrP exp i
∫
∂Σ
A sur le bord ∂Σ de la feuille d'univers des ordes ouvertes
(voir [ACNY87℄ pour le as des ordes bosoniques et dans l'approximation de hamps
lentement variables). Il a en fait été montré par Andreev et Tseytlin [AT88℄ que l'ation
eetive peut s'identier ave la fontion de partition du modèle sigma dérit i-dessus
(et de manière préliminaire par Fradkin et Tseytlin [FT85℄ dans la limite de hamps
onstants). Enn, par T -dualité, l'ation S(A) dérit également la dynamique à ouplage
faible de D-branes de toutes dimensions. L'ation de Bon-Infeld orrespond don à une
ation eetive à tous les ordres en α′ pour un hamp de jauge abélien et dans la limite
d'un hamp lentement variable. D'autre part, il est naturel dans e adre de s'intéresser à
des généralisations de la théorie de Born-Infeld pour des théories de jauge non abéliennes,
ar à priori, e type d'ation devrait intervenir dans l'ation eetive pour les hamps de
jauge non abéliens. Nous reviendrons sur e point un peu plus loin.
5.2 Généralisation non abélienne du modèle de Born-
Infeld
5.2.1 Rappels sur les théories de jauge et notations
Une interprétation des hamps de jauge en physique onsiste à les voir omme étant
des 1-formes de onnexion sur un bré prinipal de groupe de struture G sur une variété
de dimension 4 (R4 la plupart du temps). Une 1-forme de onnexion est une 1-forme
sur le bré prinipal, à valeur dans l'algèbre de Lie g du groupe G. Dans un système de
oordonnées loales, nous avons :
A = Aaµ dx
µ La (5.19)
où La, a = 1, 2, ...N = dim(G) est une base de la représentation adjointe de g. Dans
bien des as, on prend plutt une onnexion dans un bré assoié, et la représentation
de l'algèbre de Lie peut alors être diérente, en partiulier lorsque le hamp de jauge est
ouplé ave des spineurs [DKD79, Ker81, Ker83℄.
Il est toujours possible de plonger l'algèbre de Lie dans une algèbre enveloppante et
d'utiliser le produit tensoriel :
A = Aaµ dx
µ ⊗ Ta , (5.20)
où {Ta} sont les matries représentant la base {La}.
De même, la ourbure est une 1-forme prenant ses valeurs dans l'algèbre enveloppante :
F = dA+
1
2
[A,A] = (F aµν dx
µ ∧ dxν )⊗ Ta . (5.21)
Nous allons maintenant voir quelques possibilités de généralisation de l'ation de Born-
Infeld pour des hamps de jauge non abéliens.
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5.2.2 Motivations pour une théorie de Born-Infeld non abélienne
Une des motivations prinipales pour trouver une théorie de Born-Infeld non abélienne
est donnée par la théorie des ordes où e type d'ations doit intervenir dans une partie
de l'ation eetive permettant de dérire la dynamique des états de masse nulle et spin
1. Ce type d'ations permet également de dérire la dynamique d'objets étendus appelés
D-branes orrespondants à des onditions au bord de Dirihlet pour les ordes ouvertes.
Une autre motivation pour la théorie de Born-Infeld et ses généralisations non abé-
liennes, ou d'autres théories du même type possédant des non linéarités, est la possibilité
d'avoir des solutions de type soliton ayant le même type de omportement que des solu-
tions obtenues en théorie de Yang-Mills ouplées à des hamps salaires ou à la gravitation.
Ces solutions peuvent avoir diverses interprétations physiques, par exemple, elles peuvent
servir à dérire ertains types de trous noirs hargés en relativité générale [BM88℄, ou
enore peuvent fournir des modèles eetifs pour dérire la dynamique de partiules de
type glueballs.
En eet, de telles solutions ne peuvent être obtenues à partir de la théorie de Yang
Mills. Une démonstration rigoureuse de e fait est donnée dans [Col77℄ et nous allons
donner ii quelques arguments qui en donnent une vision intuitive. Pour la théorie de
Yang-Mills sur espae plat, la densité assoiée au Lagrangien est :
LYM = −1
4
gAB F
A
µν F
B µν ,
Cette théorie est invariante onforme et don le tenseur d'énergie impulsion est sans
trae :
T µ µ = −T00 +
3∑
i=1
Tii = 0 . (5.22)
Ainsi, du fait de la positivité de l'énergie, i.e. T00 > 0, la somme de pressions prinipales
est positive :
∑
Tii > 0, e qui veut dire que le uide de Yang-Mills est soumis à des
fores répulsives qui empêhent l'existene de ongurations statiques, non singulières,
d'énergie nie.
Les diverses possibilités pour pouvoir obtenir de telles solutions sont alors de oupler
la théorie de Yang-Mills à d'autres types de hamps ou bien d'introduire des non linéa-
rités permettant de briser l'invariane onforme. Par exemple, en présene de hamps
salaires, on peut montrer l'existene de solutions de type soliton, omme la solution de 't
Hooft [tH74℄ et Prasad-Sommereld [PS75℄ pour les monopoles magnétiques. Lorsque la
théorie de Yang-Mills est ouplée à la gravitation, il existe des solutions de type sphaleron
déouvertes par Bartnik et MKinnon dans [BM88℄. Nous allons par la suite onsidérer
des généralisations de la théorie de Yang-Mills faisant intervenir des non linéarités en
s'inspirant de la théorie de Born-Infeld pour l'életrodynamique. Nous verrons que dans
ertains as des solutions de type soliton peuvent exister.
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5.2.3 Généralisation la plus simple en dimension 4
Une généralisation de l'ation de Born-Infeld en dimension 4 a été proposée par D.
Gal'tsov et R. Kerner dans [GK00℄. L'ation qu'ils ont onsidérée est la suivante :
SGK [A] =
∫
M
√
1 +
1
2β
gabF aµνF bµν −
(
1
4β
gabF˜ aλρF bλρ
)2
×
√
|g|d4x . (5.23)
C'est une généralisation de l'ation de Born-Infeld érite sous la forme (5.8), où l'on a
remplaé les deux invariants relativistes P et S de la théorie abélienne par les invariants :
P =
1
4
gabF
aµν F bµν
S =
1
4
gab F˜
aλρ F bλρ =
1
8
gab ǫ
µνλρ F aµνF
b
λρ .
Dans [GK00℄, les solutions aux équations du mouvement ont été étudiées pour G =
SU(2) et les auteurs ont montré l'existene de solutions de type sphaleron analogues à
elles trouvées par Bartnik et MKinnon dans [BM88℄.
Cette généralisation ad'ho ne permet pas de généraliser l'ation de Born-Infeld en
dimension d 6= 4 du fait que l'invariant S n'est alors pas bien déni. Nous allons main-
tenant voir d'autres généralisations de l'ation de Born-Infeld basées sur l'ériture du
Lagrangien à partir d'un déterminant (5.4) et qui en fournissent une généralisation en
toute dimension.
5.2.4 Critères de généralisation
La manière la plus simple pour généraliser l'ation de Born-Infeld serait à première vue
de remplaer les nombres réels par des opérateurs hermitiens, onformément à e qui est
pratiqué en méanique quantique ou enore en géométrie non ommutative. Ainsi, nous
devrions faire les remplaements suivants pour passer du as abélien au as non abélien :
U(1) ! G
iFµν ! F
a
µν ⊗ Ta
gµν ! gµν ⊗ 1ldR ,
(5.24)
où 1ldR et iTa sont des matries hermitiennes.
Par analogie ave le as abélien, nous voulons que le Lagrangien satisfasse aux pro-
priétés suivantes :
1. Nous devons retrouver la théorie de Yang-Mills usuelle dans la limite β →∞.
2. L'analogue non abélien du hamp életrique doit être borné lorsqu'il n'y a pas de
hamp magnétique. Pour satisfaire ette ontrainte, nous voudrons que l'expression
polynomiale sous la raine ommene par les termes : 1 − β−2( ~Ea)2 + ... lorsque
~Ba = 0.
3. L'ation doit être invariante sous diéomorphismes.
4. L'ation doit être réelle.
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Nous sommes maintenant onfrontés au problème de donner un sens au déterminant
intervenant dans l'ation de Born-Infeld. En eet, les entrées de la matrie formée par
les omposantes du tenseur de ourbure Fµν ne sont plus des nombres mais des matries
représentant des éléments d'une algèbre de Lie et don le déterminant n'a plus de sens.
Il est don néessaire de trouver une généralisation à la notion de déterminant pour des
matries dont les entrées ne ommutent pas.
5.2.5 Presription de la trae symétrisée
Une solution proposée par Tseytlin [Tse97℄ et qui semble orretement générer l'ation
eetive de théorie des ordes jusqu'à l'ordre 4 en F , onsiste à prendre la trae symétrisée
de l'ation de Born-Infeld lassique. Cela onsiste à :
 prendre le développement en puissane de F du Lagrangien de Born-Infeld dans le
as abélien, puis
 remplaer dans haque monome le tenseur de ourbure abélien par le tenseur de
ourbure non abélien, puis
 symétriser haque monome en F an de lever l'ambiguïté intervenant sur l'ordre
dans lequel doivent être multipliées les matries, puis
 prendre la trae sur l'expression totale.
Le Lagrangien peut être formellement érit de la manière suivante :
Ssym[A] = S TrR
∫
M
√
det
M
(
gµν1l + iF aµνTa
)
ddx . (5.25)
où d est la dimension de la variété M .
Après l'opération de symétrisation, tout se passe omme si les objets étaient ommuta-
tifs. Cette ation admet également une généralisation supersymétrique qui fut développée
par Shaposnik et al (voir [GSS99, CNS98, GPS00℄ et les référenes qui y sont inluses).
5.2.6 Presription de Park (as eulidien)
Une autre manière de proéder est de généraliser le déterminant intervenant sous la
raine. Nous avons vu que le déterminant est une manière éonome de générer une densité
à partir d'un tenseur de rang 2 ('est d'ailleurs e qui mena Born et Infeld à onsidérer
leur Lagrangien). D'autre part, dans le as des théories de jauge abéliennes, la ourbure
est invariante sous transformations de jauge, mais nous savons que dans le as d'une
théorie de jauge non abélienne, la ourbure se transforme de manière homogène. Habi-
tuellement, 'est la trae qui est utilisée pour fabriquer un invariant sous transformations
de jauge (par exemple le Lagrangien de Yang-Mills), mais nous allons ii tenter d'utiliser
un déterminant. L'idée que nous allons suivre pour généraliser l'ation de Born-Infeld,
est don d'utiliser un déterminant an de générer un Lagrangien à la fois invariant sous
diéomorphismes et sous transformations de jauge.
L'idée de Hagiwara et Park est de onsidérer un déterminant dans un espae de ma-
tries plus gros obtenu après avoir fait le produit tensoriel des deux espaes de matries
M4(C) et MdR(C). Ainsi, il faut remplaer le déterminant sur les matries 4× 4 (noté par
la suite detM), par un déterminant sur des matries de taille 4dR, dont le indies sont
indexés par des ouples d'indies (µ, i), où µ orrespond aux indies d'espae-temps et i
aux indies matriiel de la représentation R (noté par la suite detM⊗R).
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An de rester le plus prohe de la situation abélienne, une idée naturelle à suivre est
de plonger le tenseur de la métrique gµν dans la même algèbre enveloppante que la 2-forme
de ourbure F , en le remplaçant par gµν ⊗ 1lN . Nous pouvons maintenant remplaer le
déterminant intervenant sous la raine dans le Lagrangien de Born-Infeld (5.3) en suivant
la proédure (5.24) et en utilisant le déterminant detM⊗R. Cela nous onduit au terme
suivant :
det
M⊗R
(gµν ⊗ 1ldR + β−1 F aµν ⊗ iTa ) .
Malheureusement, dans le as où le groupe de struture n'est pas abélien, ette expression
est un nombre omplexe.
Une autre possibilité, suggérée par Hagiwara [Hag81℄ puis reprise par Park [Par99℄,
est de onsidérer des générateurs anti-hermitiens et de prendre le produit tensoriel ave
les omposantes de la ourbure F . Park proposa [Par99℄ l'ation suivante :
SPark[F, g] =
∫
M
α
(∣∣∣∣ detM⊗R (gµν ⊗ 1ldR + β−1 F aµν ⊗ Ta )
∣∣∣∣ 12dR −√|g|
)
ddx , (5.26)
où α et β sont des onstantes réelles et positives et d est la dimension de M . La raine
d'ordre 2dR est introduite an qu'il y ait invariane sous diéomorphismes. En eet,
nous sommes ainsi apables de fatoriser l'élément de volume
√|g|ddx et l'invariane sous
diéomorphismes est plus laire si nous réérivons le Lagrangien sous la forme suivante :
LPark(F, g) = α
(∣∣∣∣ detM⊗R(1ld×dR + β−1 Fˆ )
∣∣∣∣ 12dR − 1
)
(5.27)
et
SPark[F, g] =
∫
M
LPark(F, g)
√
|g|ddx , (5.28)
où
Fˆ =
1
2
F aµνMˆ
µν ⊗ Ta (Mˆµν)ρσ = gρρ
′
δµνρ′σ , (5.29)
Fˆ est un endomorphisme de M ⊗ CdR et Mµν sont les générateurs de l'algèbre de Lie
du groupe de Lorentz (dans la représentation dénissante, i.e. de dimension d). Il est
également utile d'introduire les notations suivantes :
Fˆ a =
1
2
F aµνMˆ
µν . (5.30)
Cette substitution mène à un Lagrangien qui satisfait les points 1), 3), et 4), donnés
dans la setion 5.2.4, mais pas le point 2). Les Lagrangiens obtenus par ette tehnique font
de plus intervenir des invariants d'ordre 3 dans la ourbure F , e qui détruit l'invariane
sous onjuguaison de harge, F 7→ −F , et mène à une densité d'énergie mal dénie. Cela
n'était en fait pas un problème pour Park, puisqu'il a travaillé sur un espae Eulidien.
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5.2.7 Une version Minkowskienne
Nous allons voir une généralisation légèrement diérente de l'ation de Born-Infeld.
Cette généralisation fut proposée dans [SMK03℄, qui est une publiation faite lors de ma
thèse.
Tout d'abord, ommençons par reformuler l'ation de Born-Infeld (dans le as abélien)
de manière légèrement diérente :
SBI [F, g] =
∫
M
β2
(√
|g| −
∣∣∣∣ det
C2⊗M
(
1l2 ⊗ gµν + β−1 J ⊗ iFµν
) ∣∣∣∣ 14
)
d4x , (5.31)
où J est une matrie omplexe 2× 2 dont le arré est égal à −1l2.
Le Lagrangien est indépendant du hoix de J . Dans (5.31) (voir aussi (5.24)), l'unité
imaginaire i peut être onsidérée omme le générateur anti-hermitien de u(1). Dans la
formule (5.31), nous utilisons une notation pratique pour spéier sur quel espae de
matries est pris le déterminant.
Nous pouvons maintenant appliquer la orrespondane (5.24) et ela nous mène à
l'ation suivante :
Sbina[F, g] =
∫
M
α
(√
|g| −
∣∣∣∣ det
C2⊗M⊗R
(
1l2 ⊗ gµν ⊗ 1ldR + β−1 J ⊗ F aµν ⊗ Ta
) ∣∣∣∣ 14dR
)
d4x .
(5.32)
Cette ation satisfait les points 1), 2), 3) et 4), si l'on prend J omme étant un élément
de SL(2,C) (et de arré −1l2). Le Lagrangien est enore indépendant du hoix de J . En
partiulier, nous retrouvons le Lagrangien de Born-Infeld si l'on remplae Ta par i et
prenons dR = 1.
Nous avons supposé dans (5.32) que α et β sont des onstantes réelles et positives.
Il est lair que seule une raine de degré 4dR mènera à une expression invariante sous
diéomorphismes, 'est-à-dire se fatorisant sous la forme
√
g×L(g, F ) où L(g, F ) est un
salaire que nous appellerons Lagrangien, et on a :
Lbina(g, F ) = α
(
1−
∣∣∣∣ det
C2⊗M⊗R
(
1l2 ⊗ 1l4×dR + β−1 J ⊗ Fˆ
) ∣∣∣∣ 14dR
)
, (5.33)
où Fˆ = 1
2
F aµνMˆ
µν ⊗ Ta. Enn, on a3 :
Sbina[g, F ] =
∫
M
Lbina(g, F )
√
|g|d4x . (5.34)
Le déterminant déni dans (5.33) peut être érit de diérentes manières :
det
C2⊗M⊗R
(
1l2 ⊗ 1l + β−1 J ⊗ Fˆ
)
(5.35a)
= det
C2⊗M⊗R
(
s⊗ 1l + β−1 sJ ⊗ Fˆ
)
(5.35b)
= det
M⊗R
(
1l + β−2 Fˆ 2
)
, (5.35)
3
Nous pourrions prendre une raine d'un degré diérent (2 par exemple), mais nous obtiendrions
alors une densité ne pouvant pas servir à fabriquer une mesure d'intégration. Il serait enore possible de
multiplier ette densité par la densité
√
g mise à la puissane néessaire pour obtenir une densité de poids
1/2, mais une telle onstrution introduirait une dissymétrie entre g et F .
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où s et J sont des éléments de SL(2,C), J satisfait J2 = −1l. Par exemple, si on hoisit
s = iσ2, et sJ = −iσ3 dans (5.35b), nous avons le déterminant suivant :∣∣∣∣−iβ−1Fˆ 1l−1l iβ−1Fˆ
∣∣∣∣ = |g|−2dR ∣∣∣∣−iβ−1F aµν ⊗ Ta gµν ⊗ 1l−gµν ⊗ 1l iβ−1F aµν ⊗ Ta
∣∣∣∣ (5.36)
Ce déterminant est une généralisation direte du déterminant onsidéré par Shuller dans
[Sh02℄, dont l'idée est de onsidérer la matrie (5.36) dans le as abélien omme la matrie
dénissant les relations de ommutations entre les oordonnées dans l'espae de phase
relativiste d'une partiule pontuelle hargée, ouplée de manière minimale au hamp de
Born-Infeld. De manière similaire, nous pouvons étendre ette interprétation au as où
les oordonnées de ette partiule prennent leurs valeurs dans une algèbre de Lie, i.e. en
imposant les relations de ommutation :
[Xµ, Xν] = − 1
eβ2
F aµν ⊗ Ta
[Xµ, Pν] = −igµν ⊗ 1l
[Pµ, Pν] = eF
a
µν ⊗ Ta ,
(5.37)
ave
Xµ := X
a
µ ⊗−iTa , Pµ := P aµ ⊗−iTa . (5.38)
D'un autre té, la forme partiulière (5.35) nous permet de vérier que le Lagrangien
est bien réel et en même temps, ela donne une généralisation de l'ation de Born-Infeld
telle qu'elle est donnée dans [Sh02℄.
On peut également remarquer, que lorsque l'on prend J = −iσ3 dans (5.35a), le
déterminant peut être érit omme la valeur absolue d'un nombre omplexe :∣∣∣∣1l− iβ−1Fˆ 00 1l + iβ−1Fˆ
∣∣∣∣ = | detM⊗R(1l− iβ−1Fˆ) |2 . (5.39)
5.2.8 Comparaison ave la trae symétrisée
Nous allons maintenant faire une omparaison entre ette presription et elle de la
trae symétrisée. Cela nous donnera en même temps des tehniques de alul pour e type
de Lagrangiens.
Rappelons quelques formules utiles reliant le déterminant d'un opérateur linéaire M
et ses traes :
(det(1 +M))β = exp (β Tr( log(1 +M) ))
=
∞∑
n=0
∑
α=(α1,··· ,αn)
∈[Sn]
(−1)n
n∏
p=1
1
αp!
(
−β Tr(M
p)
p
)αp
, (5.40)
où α ∈ [Sn] et [Sn] est l'ensemble des lasses d'équivalene du groupe des permutations
d'ordre n. Le multi-indie α est donné par un diagramme de Ferrer-Young ou de manière
équivalente par la relation :
n∑
p=1
p αp = n , αp > 0 . (5.41)
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En utilisant ette formule de trae, il est possible de développer à tout ordre en F , les
Lagrangiens dénis préédemment. Pour éviter toute ambiguïté, nous allons noter TrM la
trae prise sur les indies d'espae-temps, TrR la trae dans la représentation matriielle
de l'algèbre de Lie g, et par Tr⊗ le produit tensoriel des deux traes préédentes.
Pour simplier, nous allons absorber le fateur β−1 dans la dénition du hamp F .
Ainsi, en suivant (5.35), nous avons :
(
det
M⊗R
(
1 + Fˆ 2
)) 14dR
=
∞∑
n=0
∑
α=(α1,··· ,αn)
(−1)n
n∏
k=1
1
αk!
(
−Tr⊗(Fˆ 2k)
4dR × k
)αk
=
∞∑
n=0
∑
α=(α1,··· ,αn)
(−1)n
n∏
k=1
1
αk!
αk∏
m=1
αk 6=0
(
−TrM(Fˆ
am1 · · · Fˆ am2k)
4k
× TrR(Tam1 · · ·Tam2k)
dR
)
,
(5.42)
où α ∈ [Sn] satisfait
∑n
k=1 kαk = n .
Nous pouvons omparer e résultat ave elui obtenu par la presription de la trae sy-
métrisée [Tse97℄ :
1
dR
S TrR
(
det
M
(
1 + iFˆ aTa
)) 1
2
=
1
dR
S TrR
(
det
M
(
1 + Fˆ aFˆ bTaTb
)) 1
4
=
1
dR
S TrR
∞∑
n=0
∑
α=(α1,··· ,αn)
(−1)n
n∏
k=1
1
αk!
(
−TrM(Fˆ
a1 · · · Fˆ a2k)
4k
Ta1 · · ·Ta2k
)αk
=
∞∑
n=0
∑
α=(α1,··· ,αn)
(−1)n
(
n∏
k=1
1
αk!
αk∏
m=1
αk 6=0
(
−TrM(Fˆ
am1 · · · Fˆ am2k)
4k
)
×
× 1
dR
S TrR
(
n∏
k=1
αk∏
m=1
Tam1 · · ·Tam2k
))
. (5.43)
Nous pouvons ainsi faire un développement en série des deux Lagrangiens obtenus et
les omparer au Lagrangien de Born-Infeld (as abélien).
Par exemple à l'ordre 4 en F , nous obtenons pour (5.32) :
Lbina[F, g] ≃ − 1
4dR
Tr⊗ Fˆ 2 +
1
8dR
Tr⊗ Fˆ 4 − 1
32dR
2 (Tr⊗ Fˆ
2)2
≃ −1
2
(F a, F b)Kab +
1
8
(F a, F b)(F c, F d)(−KabKcd +Kabcd +Kacbd)
+
1
8
(F a, ⋆F b)(F c, ⋆F d)Kacbd , (5.44)
Setion 5.2  Généralisation non abélienne du modèle de Born-Infeld 121
tandis que pour la trae symétrisée, on a :
LSym[F, g] =
1
dR
S TrR(1l−
√
det
M
(1l + iFˆ ))
≃ 1
dR
S TrR(−1
4
TrM Fˆ 2 +
1
8
TrM F 4 − 1
32
(TrM Fˆ 2)2)
≃ −1
2
(F a, F b)Kab +
1
8
(
(F a, F b)(F c, F d) + (F a, ⋆F b)(F c, ⋆F d)
)
K{abcd} ,
(5.45)
ave K{abcd} = 13(KabKcd +KacKbd +KadKbc +
1
4
SeabScde +
1
4
SeacSbde +
1
4
SeadSbce).
Nous avons adopté les onventions suivantes :
TaTb = −gab1l + 1
2
CcabTc +
i
2
ScabTc , (5.46)
où gab =
cR
dR
δab , Scab = gcdS
d
ab est omplètement symétrique et réel, Ccab = gcdC
d
ab omplè-
tement anti-symétrique et réel, et
Ka1··· an =
(−1)[n2 ]
dR
TrR(Ta1 · · ·Tan) . (5.47)
5.2.9 Calul expliite pour G=SU(2)
Nous allons faire le alul du Lagrangien généralisé de Born-Infeld Lbina (5.33) dans le
as d'un groupe de struture G = SU(2). Les générateurs Ta = − i2σa sont représentés par
les matries de Pauli usuelles. An de simplier le alul, nous allons prendre le fateur
β = 1/2 dans (5.39).
Tout d'abord, on peut remarquer que dans (5.39), l'expression detM⊗R(1l − iβ−1Fˆ )
est un arré parfait. En eet, si on multiplie l'expression préédente par 1 = detM⊗R(1l⊗
−iσ2), on obtient :
det
M⊗R
(
1l− 2iFˆ
)
= det
M⊗R
(
1l⊗ (−iσ2) + Fˆ a ⊗ (iσ2σa)
)
(5.48)
= |g|−2 det
M⊗R
(
gµν ⊗ (−iσ2) + F aµν ⊗ (iσ2σa)
)
. (5.49)
La matrie sous le déterminant est anti-symétrique et don son déterminant est un
arré parfait. Cela implique que la plus grande puissane de F dans l'expansion de
exp(1
2
Tr log(1 + 2iFˆ )) est 4, et l'on a :
det
M⊗R
(1l + 2iFˆ ) =
(
exp
(
1
2
Tr log(1 + iFˆ )
))2
=
1 + 1
2
Tr⊗
(
Fˆ 2
2
)
− i1
2
Tr⊗
(
Fˆ 3
3
)
− 1
2
Tr⊗
(
Fˆ 4
4
)
+
1
2!
(
1
2
Tr⊗
(
Fˆ 2
2
))22
=
(
1 +
t2
4
− it3
6
− t4
8
+
t22
32
)2
,
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où ti = Tr⊗
((
Fˆ
)i)
.
En utilisant la formule (5.39), nous avons :
Lbina = 1− 4
√
(1 + 2P −Q2)2 + (2K3)2 , (5.50)
où 
2P = 1
4
t2 = (F
a, Fa)
Q2 = 1
8
t4 − 132t22 = 14(F a, ⋆F b)(F c, ⋆F d)Kacbd
K3 = − 112 t3 = 16ǫabc TrM(Fˆ aFˆ bFˆ c)
. (5.51)
Notons que le Lagrangien dépend exlusivement de trois invariants dépendants de F ,
alors qu'il existe 8 invariants indépendants [Ros77, AR78℄ pour SU(2).
5.3 Théorie de Born-Infeld non ommutative
5.3.1 Rappels sur les hamps de jauge en géométrie non ommu-
tative et notations
Il a été développé dans le hapitre 4 une théorie de Maxwell non ommutative basée
sur l'algèbre A = C∞(V ) ⊗Mn(C). L'idée était d'utiliser non plus un alul diérentiel
gradué ommutatif, mais une algèbre diérentielle graduée (non ommutative) an de
dérire les hamps de jauge. Nous avons vu que ela mène naturellement à une théorie de
jauge non abélienne ouplée à des hamps de Higgs. Nous allons ii rappeler les prinipales
aratéristiques de ette théorie et en donner une présentation minimale an que le présent
hapitre soit autonome.
Pour l'algèbre A = C∞(V ) ⊗Mn(C), les hamps de veteurs sont générés par les
dérivations de C∞(V ) et les dérivations intérieures de Mn(C). L'algèbre diérentielle gra-
duée Ω
Der
(A) est générée par les 1-formes formant une base duale des dérivations. Pour
onstruire une théorie de jauge, nous allons onsidérer l'algèbre A omme un bimodule
sur A. Dans e adre, un hoix de jauge orrespond à hoisir un unitaire e de A, satisfai-
sant h(e, e) = 1, où h dénit une struture hermitienne sur A. Alors tout élément de A
peut être érit sous la forme em ave m ∈ A et une onnexion sur A est dénie par une
appliation :
∇ : A → Ω1(A) em 7→ (∇e) m+ e dm .
Dans la jauge e, une onnexion est omplètement aratérisée par un élément ω de Ω1(A) :
∇e = e ω .
On peut également déomposer ω en une partie vertiale et une partie horizontale :
ω = ωh + ωv ave ωh = A ωv = θ + φ .
A est l'analogue du hamp de Yang-Mills, θ est la 1-forme anonique sur l'algèbre des
matries et joue le rle d'une origine dans l'espae ane des onnexions. Elle satisfait
l'équation :
dθ + θ ∧ θ = 0 .
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Enn, φ est une forme tensorielle et peut être identiée à un multiplet de hamps salaires.
Nous pouvons hoisir une base loale des dérivations de A : {eµ, ea}, où eµ sont les
dérivations extérieures de C∞(V ) et ea = ad(λa), ave {λa} une base de matries anti-
hermitiennes de Mn(C), sont les dérivations intérieures de Mn(C).
La base duale sera notée par {θµ, θa}. En partiulier, on a :
A = Aµθ
µ θ = −λaθa φ = φaθa .
Si nous hoisissons une onnexion anti-hermitienne, on a : φ = φbaλbθ
a
.
La ourbure assoiée à ω est :
Ω = dω + ω ∧ ω
et nous pouvons également dénir le hamp de fore :
F = dA+ A ∧ A .
On a l'identiation suivante :
Ωµν = Fµν Ωµa = Dµφa
Ωaµ = −Dµφa Ωab = [φa, φb]− Ccabφc
où Ccab sont les onstantes de struture dans la base {λa}.
Une transformation de jauge se fait par le hoix d'un élément unitaire U de Mn(C),
satisfaisant h(eU, eU) = 1. Alors dans une jauge e′ = eU , on a :
ω′ = U−1ωU + U−1dU .
La forme θ est invariante sous es transformations de jauge, et don A et φ se transforment
de la manière suivante :
A′ = U−1AU + U−1dU φ′ = U−1φU .
Si l'on prend en ompte le fait que toutes les formes apparaissant ii sont à valeurs
matriielles, il est assez naturel d'utiliser des invariants provenant de l'appliation déter-
minant et trae dans la onstrution de Lagrangiens.
5.3.2 Ation de Born-Infeld
Nous voulons dans ette setion, donner une généralisation du Lagrangien de Born-
Infeld pour les hamps de jauge intervenant dans la géométrie non ommutative des
algèbres de fontions à valeurs matriielles. De la même manière que la théorie de Born-
Infeld généralise la théorie de Maxwell, ette théorie généralisera la théorie de Maxwell
non ommutative. Nous avons onsidéré dans [SMK04℄ une généralisation de l'ation de
Born-Infeld pour une onnexion non ommutative. Cette généralisation est elle même une
généralisation du Lagrangien Lbina (5.33) et s'obtient en onsidérant la densité :
Lbinc =
√
det |g| − {| det(1l⊗ g + J ⊗ Ωˆ|}1/4n (5.52)
où Ωˆ = ΩαβLˆ
αβ
, ave Lˆαβ les générateurs de la représentation fondamentale de l'algèbre
de Lie de SO(4 + n2 − 1) et J est un élément de SL(2,C) de arré −1l.
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Limite de Yang-Mills
Lorsque la partie intérieure de la onnexion non ommutative ω orrespond à la forme
anonique θ, i.e. le hamp salaire φ = 0, alors on retrouve la densité Lbina proposée dans
la setion 5.2.7 pour la onnexion ordinaire A, 'est-à-dire :
Lbina = √g Lbina =
√
|g| − ∣∣ det (1l2 ⊗ gµν ⊗ 1ldR + β−1 J ⊗ F aµν ⊗ Ta ) ∣∣ 14dR .
Limite n = 1
Si l'on onsidère le as n = 1, que ela soit pour le Lagrangien Lbinc ou pour Lbina, on
retrouve l'ation de Born-Infeld (5.4).
5.4 Étude numérique de solutions
Je présente dans ette setion des résultats d'études numériques des solutions aux
équations du mouvement pour les Lagrangiens Lbina et Lbinc présentés dans les setions
préédentes.
5.4.1 Solutions statiques à symétrie sphérique
Nous allons voir dans ette setion le résultat d'une étude des solutions statiques à
symétrie sphérique pour le Lagrangien Lbina dans le as d'un groupe de struture SU(2).
Ansatz de 't Hooft
't Hooft [tH74℄ proposa un ansatz pour étudier les solutions statiques, à symétrie
sphérique et purement magnétique des équations de Yang-Mills. Cet ansatz est en fait
indépendant des équations du mouvement et pourra nous servir pour étudier d'autres
types d'équations du mouvement, omme elles obtenues pour les ations de type Born-
Infeld. Cet ansatz est appelé ansatz de 't Hooft-Polyakov et est le suivant :
A =
1− k(r)
2
UdU−1 ave U = eiπTr
= (1− k(r))[Tr, dTr] = (1− k(r)) (Tθ sin θdϕ− Tϕdθ)
=
1− k(r)
r2
(~r ∧ ~T ) · ~dx ,
(5.53)
où nous utilisons les notations habituelles. Nous pouvons l'exprimer en omposantes :
Aak =
(1− k(r))
r2
ǫakm x
m , (5.54)
où
a, b, c... = 1, 2, 3 ; i, j, k... = 1, 2, 3 ; ǫakm = ǫ
aij gik gjm .
La notion de symétrie sphérique pour les potentiels de jauge en théorie de Yang-Mills fut
analysée par P. Forgas et N.S. Manton dans [FM80℄, ainsi que dans [BKM92℄. L'ansatz
de 't Hooft-Polyakov est en fait un as partiulier de l'ansatz de Witten [Wit77℄ qui est
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le plus général possible pour un potentiel de jauge (ou onnexion) à symétrique sphé-
rique (pas néessairement statique). L'ansatz de Witten est omplètement justié par les
tehniques de rédution et est lui même un as partiulier de onnexions non ommuta-
tives symétriques (voir setion 3.3.1). Les propriétés de l'ansatz de Witten sont également
disutées dans [VG99℄.
Nous avons vu que pour e type d'ansatz, il y a une symétrie U(1) résiduelle et que
les hamps intervenant dans l'ansatz peuvent s'interpréter dans le adre d'une théorie de
jauge U(1) sur un espae de de Sitter de dimension 2, ontenant une onnexion et un
hamp salaire omplexe w ave un potentiel de type Higgs. Dit autrement, les degrés de
liberté d'une onnexion symétrique sont paramétrés par quatre fontions réelles a0, a1,
Re(w), et Im(w) (nous utilisons les notations introduites dans [VG99℄). La symétrie de
jauge nous autorise à faire un hoix de jauge a1 = 0.
La omposante a0 est éliminée si l'on se restreint à ne regarder que les solutions de
type magnétique. Dans le as statique, les équations du mouvement possèdent une inté-
grale première (due à la symétrie U(1) globale résiduelle) qui est nulle pour les solutions
d'énergie nie à l'inni. Cela se traduit par un hoix de phase de la fontion w qui permet
de retrouver l'ansatz de 't Hooft [tH74℄.
Dans e as, les seules omposantes de la ourbure F non nulles sont elles de type
magnétique :
Bai =
1
er2
[
rˆirˆ
a(1− k2)− rk′ P ai
]
, (5.55)
où rˆi =
xi
r
et P ai = δ
a
i − rˆarˆi est la projetion sur le plan perpendiulaire au veteur radial.
Calul du Lagrangien
A l'aide de l'ansatz de 't Hooft (5.53), les trois invariants apparaissant dans le Lagran-
gien peuvent s'exprimer de la manière suivante :
2P =
1
r4
[
(1− k2)2 + 2(rk′)2]
K3 =
1
r6
(
(1− k2)(rk′)2)
Q2 = 0 .
(5.56)
Alors l'ation devient :
Sbina =
∫ 1−{(1 + (1− k2)2 + 2(rk′)2
r4
)2
+
4
r12
(1− k2)2(rk′)4
}1/4  r2dr . (5.57)
Pour l'étude des solutions aux équations du mouvement assoiées à e Lagrangien, il
est utile d'introduire la variable de temps : τ = log(r). Alors l'ation prend la forme
suivante :
Sbina =
∫
(1− 4
√
A) e3τ dτ , (5.58)
où 
A = (1 + a2 + 2b)2 + 4a2b2 = (1 + a2)((1 + 2b)2 + a2) .
a = (1− k2)/r2
b = k˙2/r4
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Les équations du mouvement assoiées sont les suivantes :
Ak + Ak˙(
3
4
A˙
A
− 3 )− d
dτ
Ak˙ = 0 , (5.59)
ou de manière équivalente : {
k˙ = u
u˙ = γ(k, u, τ)u+ k(k2 − 1) (5.60)
ave
γ(k, u, τ) = 1− 2 u
2 + 2uk(1− k2) + (1− k2)2
r4 + (1− k2)2
+
6u(1− k2) [ku2 + 2u(1− k2) + k(1− k2)2] [r4 + 2u2 + (1− k2)2]
[r4 + (1− k2)2] [(r4 + 2u2)2 + (1− k2)2(r4 + 6u2)] .
(5.61)
Le oeient γ joue le rle d'une frition (terminologie empruntée à la méanique)
et est similaire à elui trouvé dans [GK00℄. Dans la théorie de Yang-Mills, ave le même
ansatz, le fateur orrespondant est γYM = 1.
Le système (5.60) n'est pas autonome (i.e., ertains oeients dépendent expliite-
ment de la variable τ) et une étude qualitative du omportement de ses solutions peut être
faite en faisant une analyse de points xes. L'analyse doit être faite en terme des variables
(τ, k, u) (voir par exemple [CK78℄). Il ne peut pas y avoir de points xes dans la variable
temporelle τ qui ourt toujours. L'idée est don de trouver des solutions asymptotiques
pour la fontion k pour τ → −∞ (r → 0) ou τ →∞ (r →∞) et de trouver des solutions
aux équations du mouvement en faisant un développement asymptotique en puissane de
r ou 1/r. Pour r →∞, le système admet les points xes (k = 1, u = 0) et (k = −1, u = 0).
Développement asymptotique
Bien que les solutions aux équations du mouvement semblent posséder des développe-
ments asymptotiques analogues à eux trouvés dans [DGZ97, DG00, GK00℄, une analyse
détaillée montre que des solutions du type de Bartnik-MKinnon [BM88℄ sont exlues ii.
Nous trouvons deux développements en puissane de r qui satisfont les équations du
mouvement asymptotiquement autour de r = 0.
1. Le premier développement dépend de deux paramètres k0 et a et ommene de la
manière suivante :
k = k0 + ar − k0
(
5a2
6g
+
g
12a2
)
r2 +
a8(52− 70g)− 9a4g3 + (g − 1)g4
108a5g2
r3 +O(r4) ,
(5.62)
où g = 1− k20, a 6= 0 et g 6= 0. Ce développement présente ertaines similarités ave
elles obtenues dans [DGZ97, DG00℄ qui dépendent du même paramètre k0.
2. Le seond développement dépend d'un paramètre b et ommene de la manière
suivante :
k = ±
(
1− br2 + 3b
2 + 92b4 + 608b6
10 + 200b2 + 1600b4
r4 +O(r6)
)
(5.63)
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Autour de r = ∞, nous pouvons trouver un développement en puissane de r−1,
dépendant d'un paramètre c, et qui ommene de la manière suivante :
k = ±
(
1− c
r
+
3c2
4r2
+O(
1
r3
)
)
. (5.64)
Nous remarquons que e développement est le même jusqu'à l'ordre 7 que elui ob-
tenu pour les solutions aux équations de Yang-Mills. Cela nous permet d'interpréter les
intégrales à l'inni en terme de harge magnétique, énergie, . . .
Maintenant que nous onnaissons les solutions asymptotiques aux équations du mou-
vement, nous allons herher des solutions globales raordant es diérents développe-
ments. Ce type de solutions ne peut être obtenu de manière analytique à ause de la
omplexité des équations du mouvement. Nous allons don faire une reherhe numérique
de es solutions.
Solutions numériques
La reherhe de solutions numériques est basée sur les mêmes tehniques que elles
développées dans [DGZ97, DG00, GK00℄. Grâe aux développements (5.62) et (5.64),
nous évaluons les onditions initiales à utiliser pour l'intégration numérique des équations
(5.60). Les trois paramètres intervenant dans les diérents développements (deux en r = 0
et un en r =∞) sont reliés par deux équations de ontraintes. Les solutions peuvent don
être indexées par un paramètre réel et nous prendrons c (f eq.(5.64)), ave c > 0 ou bien
τc = log(c).
On peut assigner à haque solution un entier n, n − 1 étant le nombre de fois que la
fontion u passe par zéro ou le nombre de tours des solutions dans le plan (k, u). Quelques
solutions sont traées sur la gure Fig. 5.1.
Quand le paramètre τc varie de −∞ à +∞, on observe que l'entier n roît de 1 à l'∞.
Ainsi, à haque fois que l'entier n augmente de 1, on peut faire orrespondre ertaines
valeurs aratéristiques du paramètre τc :
τc 1.658 4.781 7.510 10.092 13.218 16.530 19.813
Les solutions, que nous avons obtenues numériquement, prennent les valeurs k = 1 à
r =∞ et k = k0, ave −1 < k0 < 1 en r = 0. Ce omportement est radialement diérent
des solutions de type sphaleron obtenues par Bartnik-MKinnon dans [BM88℄ ou d'autres
solutions du même type obtenues dans [GK00℄.
Pour es solutions, les deux paramètres k0 et a de (5.62) sont des fontions du pa-
ramètre τc. Nous avons évalué l'énergie de es solutions pour des valeurs du paramètre
k0 pour τc variant de −10 à 20. L'énergie E est représentée en tant que fontion de τc
dans la gure Fig. 5.2. On observe la présene de minimums loaux sur ette ourbe.
Ces minimums loaux semblent survenir aux valeurs ritiques dénies préédemment du
paramètre τc. L'énergie des solutions tend vers la valeur Eτc=∞ = En=∞ = 1.23605...
lorsque τc → ∞, qui orrespond à l'énergie d'une harge magnétique pontuelle de type
Born-Infeld [GK00℄.
Sur la gure Fig. 5.3, est traée la dépendane du paramètre k0 en τc pour es solutions.
On peut observer des singularités dans les dérivées de ette ourbe aux valeurs ritiques
du paramètre τc.
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Fig. 5.1  Solutions pour les valeurs de paramètre τc = −3, 1.2, 4, 7, 10.
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Fig. 5.2  Énergie en fontion du paramètre τc.
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Fig. 5.3  k0 en fontion du paramètre τc et sa dérivée seonde. Les singularités de
d2k0/dτ
2
c oïnident ave les valeurs ritiques du paramètre τc.
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Nous remarquons que toutes les solutions tendent vers les solutions du vide de la théorie
de Yang-Mills lorsque r → ∞, e qui veut dire que loin de l'origine les non-linéarités du
modèle sont négligeables. Au ontraire, près de l'origine r = 0, nous obtenons des solutions
non triviales, de type monopole magnétique, paramétrées par la onstante k0.
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5.4.2 Solutions pour le seteur salaire
Dans ette setion, je présente les résultats d'une étude des solutions aux équations
du mouvement pour ertains ansatzs dans le Lagrangien Lbinc et dans le as d'une algèbre
de matrie M2(C).
Rédution du Lagrangien pour les hamps salaires
Nous travaillons toujours dans le as où l'algèbre est C∞(R4) ⊗M2(C). An d'avoir
une idée du type de solutions que l'on peut obtenir pour la partie hamp salaire, nous
allons supposer que les hamps de Yang-Mills sont nuls et nous allons prendre l'ansatz
pour la partie salaire ϕ ∈ C∞(R4) :
φ = ϕ θ .
Dans e as, le déterminant intervenant dans l'équation (5.52) est :∣∣∣∣ gˆµν iDφ−iDφ gˆab + iH
∣∣∣∣ , (5.65)
où
H = {Ωab}a,b=1,2,3 Dφ = {Dµφa}µ=0,1,2,3
a=1,2,3
gˆµν = gµν ⊗ 1l2 .
Grâe au lemme de Shur, nous pouvons réduire e déterminant à elui de la matrie
suivante : ∣∣1l3 + iH −DµφDµφ∣∣ .
Pour les mêmes raisons que dans la setion préédente, e déterminant est un arré parfait,
et sa raine peut s'exprimer à l'aide d'une somme nie de produits de traes de la matrie
M = iH −DφDφ (nous noterons DµφDµφ = DφDφ = (Dφ)2). On peut ainsi aluler le
Lagrangien de Born-Infeld et on obtient :
Lbinc = 1−
{(
1 + 3β−2(Dϕ)2
)2
+ 16β−2ϕ2(ϕ−m)2
} 1
4
√
1 + 4β−2ϕ2(ϕ−m)2 .
où β est le paramètre de Born-Infeld et m est un paramètre de masse pour le hamp
salaire. Ces paramètres seront mis égaux à 1 dans la suite.
Le as statique
Dans ette setion, nous montrerons que l'on ne peut pas obtenir de onguration
statique non triviale pour e hamp salaire. Les arguments que nous allons utiliser sont
une adaptation de eux utilisés dans le théorème de Derrik [Der64℄. L'idée est d'utiliser
des dilatations du hamp ϕ(r)→ ϕλ(r) = ϕ(λr) de manière à générer une ourbe à un pa-
ramètre dans l'espae des hamps passant par une solution. Alors le prinipe variationnel
le long de ette ourbe est : ∂S[ϕλ]/∂λ = 0 à λ = 1, i.e. :∫
4πr2dr
(
∂L
∂ϕ′
ϕ′ − 3L
)
= 0 . (5.66)
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On peut voir que la fontion sous l'intégrale peut s'érire de la manière suivante :
f(ϕ, ϕ′) = 1/3
(
∂L
∂ϕ′
ϕ′ − 3L
)
=
√
A
B3/4
[
(1 + 3p)(1 + 2p) + 16s2
]− 1 ,
où
s = ϕ(ϕ− 1) p = ϕ′2
A = 1 + 4s2 B = (1 + 3p)2 + 16s2 .
On voit que la fontion f est toujours positive du fait de la relation suivante :
((1 + 2p)(1 + 3p) + 16s2)4 ≥ ((1 + 3p)2 + 16s2)3 ⇒ f ≥ 0 .
Ainsi, la ondition (5.66) est satisfaite si et seulement si f = 0 pour tout r > 0. L'équation
f = 0 n'admet que les solutions triviales, ϕ′ = 0 et ϕ = 0 ou 1. Cela nous mène à la
onlusion, omme dans le as onsidéré par Derrik [Der64℄, qu'il n'y a pas de solution
non triviale dans e modèle.
Solutions dépendantes du temps
Il est possible de faire une analyse des solutions homogènes dépendantes du temps.
Nous onsidérons don l'ansatz Fµν = 0, φˆa = φTˆa dans le Lagrangien de Born-Infeld non
ommutatif. Ce dernier prend alors la forme suivante :
Lbinc = 1−
{
1 + 6(Dφ)2 + 9(Dφ)4 + 16φ2(φ− 1)2} 14 √1 + 4φ2(φ− 1)2 .
Si l'on prend le sous-ansatz ϕ = ϕ(t), alors les équations du mouvement sont :
ϕ˙ = u
(1 + 4X)g(X, Y )u˙+ 4ss′h(X, Y ) = 0 ,
où
s = ϕ(ϕ− 1) , s′ = 2ϕ− 1
X = s2 , Y = u2
g(X, Y ) = 16X(1− 9Y ) + (1− 3Y )2
h(X, Y ) = ((1− 3Y )2 + 16X)(1− Y + 8X)− 6(1 + 4X)(1− 3Y )Y .
Il y a des points dans l'espae des phases où u˙ n'est pas bien déni, e sont les points où
le polynme g s'annule (4 ourbes dans la gures Fig (5.4)). Cependant, l'indétermination
peut être levée aux points où la fontion 4ss′h(X, Y ) s'annule (.f. ourbes gris lair) en
même temps que la fontion g(X, Y ). Ces points sont au nombre de 16 et l'indétermination
est levée pour 14 d'entre eux (voir sur la gure Fig. (5.4) les points aentués en gras
ainsi que les èhes qui indiquent les diretions possibles du veteur tangent une fois
l'indétermination levée).
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On remarque que dans une ertaine zone de l'espae des phases, les trajetoires sont
périodiques et dénies pour tous les temps. Si l'on prend des onditions initiales à l'exté-
rieur de ette zone, on ne peut intégrer le système que sur des temps nis, 'est-à-dire que
les solutions φ(t) trouvées ont leur dérivée seonde qui diverge en un intervalle de temps
ni puisqu'elles sont amenées à "heurter" une des ourbes où g = 0.
Il semble ependant que ertaines trajetoires peuvent traverser les ourbes de sin-
gularité g = 0 aux points où l'indétermination est levée. Cela donne un ensemble de
trajetoires "limites" qui passent par es points et qui peuvent éventuellement être pro-
longées sur l'intervalle de temps R.
Fig. 5.4  Points et ourbes aratéristiques dans l'espae des phases
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Fig. 5.5  Quelques trajetoires permettant de aratériser l'espae des phases
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5.4.3 Vers une appliation en osmologie
Nous pouvons essayer de oupler le modèle préédent ave hamp salaire à la métrique
de Friedmann-Robertson-Walker an de voir dans quelle mesure e type de Lagrangien
peut être utile en osmologie. Nous nous ontenterons ii de faire une analyse des points
xes.
Analyse des points xes pour le hamp salaire libre ouplé à la gravitation
Avant de onsidérer l'ation de Born-Infeld, nous allons rappeler l'analyse qui peut
être faite pour le as du hamp libre. Les notations utilisées pour les onstantes sont :
8π
m2p
= 8πG = κ2 .
Nous allons étudier le omportement d'une théorie de gravitation pour un univers
homogène et isotrope ave un hamp salaire dont la densité d'énergie est :
ρ = b(
1
2
φ˙2 +
1
2
m2φ2) + ρ0
et la pression :
p = b(
1
2
φ˙2 − 1
2
m2φ2)− ρ0 .
Alors, les équations du mouvement sont :
H2 +
k
a2
=
κ2
3
ρ (Friedmann)
φ¨+ 3Hφ˙+m2φ = 0 (équation du mouvement pour φ)
Voii deux autres équations non indépendantes des deux préédentes mais utiles :
H˙ = −bκ
2
2
φ˙2 +
k
a2
H˙ +H2 =
bκ2
3
(
1
2
m2φ2 − φ˙2) + κ
2
2
ρ0 .
Nous pouvons alors réérire le système d'équations du mouvement omme un système
d'ordre 3 pour les variables (φ, u,H) :
φ˙ = u
u˙ = −m2φ− 3Hu
H˙ =
bκ2
3
(
1
2
m2φ2 − u2) + κ
2
3
ρ0 −H2
et onsidérer l'équation de Friedmann omme une ontrainte.
Le point xe de e système est
u = 0
φ = 0
H2 =
κ2
3
ρ0 ,
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mais il faut faire attention à e que es onditions soient ompatibles ave l'équation de
Friedmann. Dans les as où e point xe existe, il est intéressant de linéariser le système
d'équations autour de e point. On pose alors H = H0 + δH et en ne gardant que les
termes du premier ordre en φ, u, δH , on obtient le système linéarisé : φ˙u˙
H˙
 =
 0 1 0−m2 −3H0 0
0 0 −2H0
φu
H

On remarque que les variables (φ, u) se déouplent de δH . Pour (φ, u), on trouve don
les valeurs propres :
λ± = −3H0
2
± 1
2
√
9H20 − 4m2 .
Il faut analyser les diérents régimes possibles selon la valeur de H0, m
2
. Tout d'abord,
nous allons onsidérer H0 > 0 (univers en expansion). Il faut ensuite distinguer les as
m2 > 0 (point stable) et m2 < 0 (point instable).
 Dans le as m2 > 0,
 pour 9H20 − 4m2 < 0,
λ± = −3H0
2
± i
2
√
4m2 − 9H20
 pour 9H20 − 4m2 > 0,
λ± = −3H0
2
± 1
2
√
9H20 − 4m2 < 0
 Dans le as m2 < 0, on a
λ+ =
3H0
2
(
√
1− 4m
2
9H20
− 1) > 0
λ− = −3H0
2
(1−
√
1− 4m
2
9H20
) < 0
qui orrespond à un point en selle, don instable.
Champ salaire de type Born-Infeld ouplé à la gravitation
Nous allons analyser les points ritiques pour une théorie de hamp salaire ayant pour
Lagrangien :
Lφ = 1−
(1− 3 φ˙2
β2
)2
+
16φ2 (−γ + φ)2
β2
 14 (1 + 4φ2 (−γ + φ)2
β2
) 1
2
ouplé de manière minimale à la métrique de Friedmann-Robertson-Walker.
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La densité d'énergie assoiée à e hamp salaire a la forme suivante :
ρ =
√
1 + 4φ
2 (−γ+φ)2
β2
(
1− 3 φ˙2
β2
+ 16 φ
2 (−γ+φ)2
β2
)
((
1− 3 φ˙2
β2
)2
+ 16φ
2 (−γ+φ)2
β2
) 3
4
− 1 .
Autour des points xes, la théorie a un omportement similaire à la théorie libre pour
laquelle la densité d'énergie est :
ρ = b(
1
2
φ˙2 +
1
2
m2φ2) + ρ0 .
Si on linéarise les équations du mouvement obtenues du Lagrangien de Born-Infeld,
on obtient alors des équations identiques à elles du hamp libre ave des valeurs de
paramètres ρ0 et m
2
bien spéiques.
Les deux paramètres du modèle auquel sont reliés ρ0 et m
2
sont les paramètres β
et γ (masse du hamp salaire). Les trois points xes du Lagrangien onsidérés sont
(φ = 0, u = 0), (φ =, γ, u = 0) et (φ = γ
2
, u = 0).
Pour les deux premiers, on trouve :
m2 = 4γ2
ρ0 = 0 ,
e qui orrespond à un point stable ave valeurs propres λ± = ±i2γ.
Pour le point (φ = γ
2
, u = 0), on trouve :
m2 = −2γ2 (1 +
γ4
2β2
)
(1 + γ
4
4β2
)
ρ0 =
(
1 +
γ4
β2
) 1
4
√
1 +
γ4
4β2
− 1 ,
e qui orrespond à un point instable ave valeurs propres λ± = ±i2γ. Les valeurs propres
peuvent être alulées de manière exate en fontion des paramètres γ et β et nous pouvons
les donner sous la forme de développement en puissanes de β :
λ+ =
√
2γ − 3
4
√
γ4
2β2
+ o(
1
β2
)
λ− = −
√
2γ − 3
4
√
γ4
2β2
+ o(
1
β2
) .
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Le thème entral de ette thèse a été l'étude des algèbres d'endomorphismes et leurs
diverses appliations.
Il a été montré omment es algèbres pouvaient servir à reformuler les théories de
jauge ordinaires, e qui a permis de fournir une nouvelle grille de leture d'un ensemble
de phénomènes dérits habituellement dans un adre géométrique.
Outre le fait de fournir un nouveau point de vue sur les théories de jauge en plongeant
diérents modèles dans un adre algébrique, nous avons vu qu'il est possible de onsidérer
une généralisation des théories de jauge pour des onnexions non ommutatives permet-
tant ainsi de relier entre eux des degrés de libertés qui apparaissaient auparavant omme
isolés. Plus préisément, nous avons vu qu'un hamp de jauge et un hamp de Higgs, ha-
bituellement représentés par une onnexion ordinaire et une setion d'un bré vetoriel,
pouvaient être vus omme les diérentes parties d'une onnexion non ommutative. De
e point de vue, le fait de travailler ave une algèbre d'endomorphismes plutt qu'ave un
bré prinipal permet d'unier ertains onepts de théories lassiques des hamps. Les
Lagrangiens de type Yang-Mills-Higgs ainsi obtenus possèdent une struture relativement
rigide due à la nature géométrique et algébrique des modèles introduits. Néanmoins, la a-
ratérisation des onnexions ordinaires et non ommutatives invariantes sous l'ation d'un
groupe de Lie ompat eetuée en détail dans le hapitre 3 peut permettre d'introduire
plus de diversité dans les modèles obtenus.
Grâe à ette nouvelle struture d'algèbre, ertains objets deviennent plus failement
manipulables et/ou aratérisés de manière plus direte. Rappelons par exemple que pour
une algèbre d'endomorphismes donnée, le groupe de jauge est un sous-groupe du groupe
des automorphismes intérieurs, et l'algèbre de Lie du groupe de jauge orrespond aux
dérivations intérieures de l'algèbre. Nous avons également vu que le morphisme de Weil,
servant à obtenir les lasses aratéristiques en géométrie ordinaire, peut être obtenu
par une onstrution omplètement algébrique et relativement naturelle à partir de la
suite exate ourte reliant les dérivations intérieures aux dérivations de l'algèbre. Enn
notons que le fait d'avoir une présentation algébrique des théories de jauge permet de
se rapproher des tehniques utilisées en théorie quantique des hamps. Nous pouvons
donner omme exemple la symétrie B.R.S.T. qui est un outil essentiel en théorie quantique
des hamps pour l'étude des anomalies ainsi que pour prouver la renormalisabilité d'une
théorie de jauge. Cette symétrie est reliée à la géométrie de l'espae ane des onnexions
et au groupe de jauge, e dernier étant aratérisé de manière très simple dans e nouveau
ontexte. Notons également que des tehniques homologiques sont utilisées dans e adre
et il serait intéressant de voir si la onstrution du morphisme de Weil que nous avons
obtenue dans la setion 2.2.5 peut s'insrire dans une onstrution homologique de même
type.
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Nous avons vu qu'il est possible de dénir une struture Riemannienne ainsi que le
onept de onnexion de Levi-Cività sur une algèbre d'endomorphismes. En partiulier,
une telle struture Riemannienne permet d'introduire naturellement une onnexion (or-
dinaire) de référene. La onstrution de ette onnexion, faite dans la setion 4.2.2, s'ap-
parente aux onstrutions de type Kaluza-Klein habituellement eetuées sur les brés
prinipaux. L'introdution d'une métrique s'avère également indispensable pour pouvoir
formuler un prinipe de moindre ation pour une onnexion non ommutative. Nous avons
formulé un modèle de Maxwell non ommutatif dans la setion 4.2.4 et ela nous a mené
à un nouveau type de modèle de théorie des hamps ouplant de manière originale la mé-
trique (au sens généralisé) et une onnexion non ommutative. On a alors une approhe
intéressante des théories de jauge ave brisure de symétrie sur un bré non trivial. La
onnexion de référene donnée par la struture Riemannienne est dérite par un hamp
de fond A et une possibilité s'ore de onsidérer, pour ette onnexion, un représentant
d'une lasse aratéristique.
Une autre possibilité est de onsidérer l'ation de Einstein-Hilbert pour la struture
Riemannienne introduite sur l'algèbre des endomorphismes. On obtient alors un modèle
dans lequel la onnexion de référene A et la forme tensorielle a˜ ont une dynamique
diérente.
Il serait intéressant d'étudier le rapport entre les algèbres d'endomorphismes munies
d'une struture Riemannienne et les algèbres obtenues à partir de brés en algèbres de
Cliord, également onstruites de manière naturelle à partir d'un bré vetoriel (le bré
tangent) et d'une métrique sur e bré. Une telle approhe pourrait permettre d'introduire
les spineurs dans notre modèle et éventuellement de traiter la gravitation dans un adre
algébrique similaire à elui développé pour les algèbres d'endomorphismes. Il serait égale-
ment intéressant d'adapter et de généraliser les tehniques développées pour les algèbres
d'endomorphismes à d'autres types d'algèbres non ommutatives telles que les algèbres
obtenues à partir de brés en algèbres d'opérateurs. Ces algèbres furent introduites par
Dixmier et Douady dans [Dix57, DD63, Dix64℄.
Nous pouvons onlure par le fait que le présent travail a permis d'une ertaine ma-
nière de onsolider le pont entre géométrie ordinaire et algèbre. En eet, les algèbres
d'endomorphismes fournissent une base pour pouvoir formuler des notions géométriques
en rapport ave la notion de bré prinipal dans un langage algébrique tout omme les
C∗-algèbres permettent de formuler des notions de topologie dans un langage algébrique.
Enn nous pouvons espérer que ertaines onstrutions que nous avons obtenues dans e
adre, omme la onstrution du morphisme de Weil, pourront fournir de nouvelles mé-
thodes de alul en géométrie non ommutative et qu'elles pourront s'adapter à d'autres
types d'algèbres omme des algèbres obtenues par déformation à la Moyal [Moy49℄ (voir
également [GBVF01℄), ou enore les algèbres des sphères non ommutatives étudiées
dans [CDV03℄. Bien d'autres exemples d'algèbres non ommutatives pourraient enore
être itées. . .
Nous avons vu que du point de vue de la physique, la géométrie non ommutative
sert pour l'instant à formuler essentiellement des théories lassiques des hamps. Cette
situation peut paraître paradoxale étant donné qu'une des motivations prinipales pour
la géométrie non ommutative a été la méanique quantique. On peut don penser qu'une
ompréhension plus profonde de es strutures est ertainement néessaire an de pou-
Conlusion et perspetives 141
voir formuler et dérire des phénomènes quantiques dans le adre de la géométrie non
ommutative.
Un autre aspet de ette thèse est l'étude des généralisations de la théorie de Born-
Infeld aux théories de jauge non ommutatives et non abéliennes. Une proposition de
généralisation a été faite en étendant le déterminant de l'ation de Born-Infeld, habituel-
lement pris sur un espae de matries représentant des tenseurs 2 fois ovariants, à un
espae de matries de taille plus élevée obtenu en onsidérant le produit tensoriel de l'es-
pae de matries représentant des tenseurs 2 fois ovariants ave l'espae des matriesMn.
Nous avons ainsi obtenu un généralisation de l'ation de Born-Infeld pour des onnexions
non ommutatives. Pour les onnexions représentant une onnexion ordinaire, on obtient
alors une ation de Born-Infeld pour des hamps de jauge non abéliens. Cette généralisa-
tion a été omparée à d'autres généralisations telle que elle appelée presription de la
trae symétrisée utilisée en théorie des ordes pour reproduire la partie non dérivative de
l'ation eetive jusqu'à l'ordre 4. L'ation de Born-Infeld généralisée a été étudiée plus
en détail dans le as d'un groupe de struture SU(2) pour des onnexions non abéliennes
et non ommutatives. Lors de ette étude, l'aent a été mis sur la reherhe de solutions
de type solitonique possédant des symétries partiulières (symétrie sphérique) an d'es-
sayer de aratériser l'eet des non linéarités propres au modèle de Born-Infeld. L'aspet
dynamique des solutions a été étudié dans le seteur salaire (partie non ommutative
d'une onnexion).
Enn notons que dans le adre de la théorie des ordes, on voit apparaître la notion
de théorie des hamps sur espae non ommutatif, la non ommutativité des oordonnées
étant mesurée par un hamp de fond Bµν représentant une 2-forme. On peut alors
assoier à son hamp H = dB une lasse de Dixmier-Douady. Il serait intéressant de voir
si les algèbres de setions de brés en algèbres, généralisant les algèbres d'endomorphismes
et orrespondant à es lasses, pourraient être utiles dans l'étude de es théories. Une
telle approhe pourrait permettre d'établir de nouveaux outils et tehniques de alul an
d'apporter une lumière nouvelle sur les diérentes strutures algébriques intervenant dans
e ontexte.
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Annexe A
Quelques Lagrangiens pour hamps
salaires
Dans ette annexe, est expliqué le alul du Lagrangien résultant de diérents ansatz
sur le Lagrangien de Born-Infeld non ommutatif Lbinc (.f. formule (5.52)) pour une
théorie de jauge non-ommutative onstruite sur l'algèbre C∞(M)⊗M(2,C).
A.1 Notations
Nous adopterons les notations suivantes :
Ta = −iσa
TaTb = −δab +
∑
c
ǫabcTc
[Ta, Tb] = C
c
ab = 2ǫabcTc
où Ta sont les générateurs antihermitiens de sl(2). On dénit également les quantités
suivantes :
K(n)a1...an =
(−1)[n2 ]
2
Tr(Ta1 . . . Tan)
soit
Kab = δab
Kabc = ǫabc
Kabcd = δabδbc − δacδbd + δadδbc
.
.
.
A.2 Calul du Lagrangien
On doit aluler le déterminant de la matrie suivante :∣∣∣∣ 1 iDφˆ−iDφˆ 1 + iFˆ
∣∣∣∣ (A.1)
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où
Fˆ =
{
[φˆa, φˆb]− Ccabφˆc
}
a,b=1,2,3
φˆa = φ
b
aTb
est la partie non-ommutative de la ourbure, et
Dφˆ =
{
Dµφˆa
}
a=1,2,3
µ=0,1,2,3
la partie mixte Fˆµa. La matrie dans (5.65) est la matrie g + iF intervenant dans la
généralisation de l'ation de Born-Infeld ave la partie ordinaire de la ourbure Fˆµν = 0.
C'est une matrie (7 × 2)2. On peut la réduire par la formule de Shur à une matrie
(3× 2)2 : ∣∣1 + iFˆ −DµφDµφˆ∣∣ (A.2)
On remarque alors que le déterminant de la matrie préédente est un arré parfait. Cei
est dû à la déomposition en produit tensoriel de notre matrie 6 par 6 et à l'algèbre de
matrieM2(C) (on ramène le déterminant de ette matrie au déterminant d'une matrie
antisymétrique en multipliant (A.2) par 1 ⊗ T2). Bien que ela soit un arré parfait, on
ne peut réduire la taille de la matrie, il faut en fait utiliser la formule des traes pour
un déterminant, en renormalisant haque trae par un fateur 1/2 et en s'arrêtant aux
puissanes 3 de la matrie (au lieu de 6 pour une matrie 6 × 6 quelonque). La formule
à appliquer est la suivante :√
det(1 + iF ) = 1 + − +
+ −
+



= 1 + t1 −t2 +t3
+
1
2
(t1)
2 −t1t2
+
1
3!
(t1)
3
t1 =
1
2
Tr(M)
t2 =
1
2
Tr(
M2
2
)
t3 =
1
2
Tr(
M3
3
)
et
M = iFˆ −DφˆDφˆ
On est maintenant paré pour attaquer le alul du déterminant. La forme générale étant
donnée i-dessus, il est intéressant de la onsidérer dans ertains as partiuliers an
d'obtenir une expression plus simple.
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Ansatz φˆa = φTa
Je mène le alul en détail pour et ansatz, la méthode sera la même pour les autres
ansatz. Pour elui-i, on a :
φˆa = φTa
Fˆab = φ(φ− 1)[Ta, Tb] = 2sǫabcTc
DφˆaDφˆb = (Dφ)
2TaTb = aTaTb
où on a posé a = (Dφ)2 et s = φ(φ − 1). On doit maintenant aluler les traes de M ,
M2 et M3 :
1
2
TrM = −a
∑
a
1
2
Tr(TaTa) =3a
1
2
TrM2 = · · · =− 24s2 − 24ias+ 9a2
1
2
TrM3 = · · · =48is3 − 3× 48as2 − 3× 36ia2s+ 27a3
Soit :
t1 = 3a
t2 = −12s2 − 12ias+ 9
2
a2
t3 = 16is
3 − 48as2 − 36ia2s+ 9a3
ainsi on a :
√
det(1 + iF ) = 1 + t1 − t2 + t3 + 1
2
t21 − t1t2 +
1
6
t31
= 1 + 3a+ 12s2 + 12ias− 9
2
a2 + 16is3 − 48as2 − 36ia2s+ 9a3+
+
9
2
a2 + 36as2 + 36ia2s− 27
2
a3 +
27
6
a3
= 1 + 3a+ 12s2 − 12as2 + 12ias+ 16is3
Alors :
| det(1 + iF )| =
√
det(1 + iF ) det(1− iF )
= (1 + 3a+ 12s2 − 12as2)2 + 16s2(2a+ 4s2)2
= (1 + 4s2)2(1 + 6a+ 9a2 + 16s2)
et don :
L = 1− {1 + 6(Dφ)2 + 9(Dφ)4 + 16φ2(φ− 1)2} 14 √1 + 4φ2(φ− 1)2
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An que le Lagrangien ommene par −1
2
(Dφ)2, il faut faire un hangement de nor-
malisation φ→ 1√
3
φ, e qui donne omme Lagrangien :
L = 1−
{
1 + 2(Dφ)2 + (Dφ)4 +
16
9
φ2(φ−
√
3)2
} 1
4
√
1 +
4
9
φ2(φ−
√
3)2
On peut enore ompliquer un petit peu et ansatz en hoisissant un hamp φ diérent
pour haque générateur, soit
φˆa = φaTa
Attention il n'y a pas de sommation impliite sur les indies dans ette dernière expres-
sion.
Ansatz φˆa = φaTa (pas de sommation impliite)
Dans ette sous-setion, je n'utilise pas de sommation impliite sur les indies matri-
iels, sauf pour les indies d'espae-temps, lorsque l'on renontre un terme (DφaDφb), il
faut omprendre (DµφaD
µφb). Il est utile d'introduire un veteur "hamp magnétique" :
~B = 2
φ2φ3 − φ1φ1φ3 − φ2
φ1φ2 − φ3

On trouve pour les traes de la matrie M les résultats suivants :
1
2
TrM =
∑
a
DφaDφa
1
2
TrM2 = −2
∑
a
B2a +
∑
a,b
(DφaDφb)
2 − 2i
∑
a,b,c
(ǫabc)
2(DφaDφb)Bc
1
2
TrM3 = i
∑
abc
(ǫabc)
2BaBbBc + 6
∑
e
B2e (Dφe)
2 − 3
∑
a,b
(
BaBb(DφaDφb) +B
2
a(Dφb)
2
)
− 3i
∑
a,b,c,f
(ǫabc)
2Ba(DφbDφf)(DφcDφf)
+
∑
a,b,c
(DφaDφb)(DφbDφc)(DφcDφa)
A partir de es expressions, on peut aluler le déterminant par la même méthode que dans
la sous-setion préédente. Il y aura ependant moins de simpliations (quelques-unes
tout de même, puisque t1,t2,t3 ontiennent des frations et que elles-i doivent disparaître
dans l'expression nale du déterminant qui ne doit ontenir que des oeients entiers !).
On peut également retrouver le résultat préédent en posant φ1 = φ2 = φ3 = φ. Un autre
moyen de vérier le alul est de ne prendre qu'un seul φ non nul, par exemple φ1 = φ et
φ2 = φ3 = 0. On trouve alors le résultat très simple :
L = 1−
√
1 + (Dφ)2
√
1 + 4φ2
Ce résultat oïnide également ave les résultats trouvés pour les ansatz suivants dans la
même limite. Passons aux autres ansatz.
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Ansatz φˆa = φˆδa1 , φˆ = φ
bTb
Fˆab = −2ǫab1φˆ
Ainsi on trouve :
1
2
TrM = a
1
2
TrM2 = −8s+ a2
1
2
TrM3 = a3
où a = DφaDφa et s = φaφa. Le alul du Lagrangien donne alors :
L = 1−√1 + a√1 + 4s ,
soit :
L = 1−
√
1 +D~φ
√
1 + 4~φ2
Ansatz φˆa = φaT1
Fˆab = −2ǫabcφcT1
−DφˆaDφˆb = DφaDφb1
1
2
TrM =
(
D~φ
)2
1
2
TrM2 = −8~φ2 +
((
D~φ
)2)2
1
2
TrM3 = 12
(
φaφb (DφaDφb)− ~φ2
(
D~φ
)2)
+
((
D~φ
)2)3
où
(
D~φ
)2
= DφaDφa et ~φ
2 = φaφa.
Ce qui donne :
L = 1−
√
1 +
(
D~φ
)2
+ 4~φ2 + 4φaφb(DφaDφb)
Remarque. Les vides statiques et onstants dans l'espae sont donnés par l'équation
Fˆab = 0. Ce sont les mêmes vides que la théorie de Maxwell non-ommutative onstruite
sur la même algèbre, 'est-à-dire les ongurations où φˆ est une représentation de su(2),
i.e. φˆ = 0 ou φˆa = Ta. On retrouve bien es deux vides dans les ansatz préédents, qui
fournissent des diretions partiulières de utuations autour de es vides.
Remarque. La signature de la métrique est ii (−,+,+,+) pour la partie espae-temps.
Cela est important si l'on veut avoir le bon signe devant le terme inétique. Le signe global
du Lagrangien étant donné par la signature de la métrique dans les diretions matriielles,
il faut en fait que la partie spatiale de la métrique ait le même signe que la métrique sur
les indies de matries.
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Annexe B
Algèbre Homologique
B.1 Modules
Les modules d'algèbres nous seront utiles ar ils représentent l'analogue non ommuta-
tif des brés vetoriels. Je rappelle ii quelques dénitions essentielles. Tous es résultats,
ainsi que les démonstrations peuvent être trouvées dans [Ver03℄.
Denition B.1.1 (Module). Soit A une algèbre unifère sur C. Un groupe abélien M
est appelé A-module à gauhe si pour tout élément a ∈ A et m ∈ M, il existe un
élément uniquement déterminé am, tel que :
(a+ b)m = am+ bm ∀a, b ∈ A, m ∈M (B.1)
(ab)m = a(bm) ∀a, b ∈ A, m ∈M (B.2)
a(m+ n) = am+ an ∀a ∈ A, m, n ∈M (B.3)
1m = m ∀m ∈M (B.4)
Nous appellerons A-module à droite un module à gauhe sur Aop, l'algèbre opposée
de A. Par onvention, lorsque nous disons A-module, nous sous-entendons A-module à
gauhe.
Denition B.1.2 (Module libre). Un A-module F est un module libre sur la base
X 6= ∅ (X est un ensemble), si il existe une appliation α : X → F telle que pour toute
appliation β : X →M, où M est un A-module, il existe un unique A-homomorphisme
f : F →M tel que le diagramme suivant soit ommutatif :
X
α //
β !!B
BB
BB
BB
B F
f



M
(B.5)
i.e. , β = fα.
Theorème B.1.1. Pour tout ensemble non vide X, il existe un A-module libre ayant X
pour base.
Ainsi tout A-module est l'image par un homomorphisme d'un A-module libre.
150 Annexe B  Algèbre Homologique
Denition B.1.3 (Module projetif). Un A-module P est un module projetif si pour
tout diagramme :
P
f

M α // N // 0
(B.6)
de A-modules où la rangée est exate (α est un épimorphisme), il existe un homomor-
phisme g : P →M tel que αg = f .
Denition B.1.4 (Résolution (Projetive)). Soit M un A-module. Un omplexe :
PM : · · · // Pn dn // Pn−1 dn−1 // · · · d1 // P0 // 0 (B.7)
où les Pn sont des A-modules (projetifs) est appelé résolution (projetive) du module
M si la suite
P : · · · // Pn dn // Pn−1 dn−1 // · · · d1 // P0 ǫ //M // 0 (B.8)
est une suite exate, autrement dit si H(P ) = 0. On dit que M augmente le omplexe
PM, et on a H(PM) ≃M.
Theorème B.1.2. Tout A-module admet une résolution projetive.
Theorème B.1.3. Soit P une résolution projetive de M et Q une résolution de N .
Alors tout homomorphisme f : M → N peut s'étendre en un morphisme de omplexes
f˜ : P → Q. Deux extensions f˜ et ˜˜f de f sont homotopes.
Denition B.1.5 (Fonteur Tor). Soit M un module à droite sur A et N un module
à gauhe sur A. TorA(M,N ) est le groupe abélien obtenu en alulant l'homologie du
omplexe PM ⊗ N , où PM est une résolution projetive de M, ou bien l'homologie du
omplexe M⊗ PN , où PN est une résolution projetive de N .
TorA(·, ·) est un bifonteur de Mod−A×A−Mod dans Ab, la atégorie des Groupes
abéliens et est le fonteur dérivé de · ⊗ ·.
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